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1 Anfange der Quantenmechanik

1.1 Planck’sches Gesetz, Hohlraumstrahlung und Photonen

Hohlraum, Wénde stehen im thermischen Gleichgewicht mit Strahlungsfeld im Inneren
Losungen der Wellengleichung im Inneren

E(z,y,z) = Egsin(kyz) sin(kyy) sin(k; 2)

sin(kyz) =0beix =0,z =L =k, = nz%

analog: k, =n, 7 und k, =n. 7
Ng, Ny, N, = 1,2,3,... 2 Polarisationen Fy 1 L FEq

w=ck, k=\/kZ+FkZ+k2

el

v= TDiSpersionsbeziehung
7r

1
# Zusténde in A Kugelschale mit Dichte dk § -2 - 4m - (k = 2Zv)2dk/(T)?

&3 mwxaﬁw: Dt f;u,é,cu
C

1
D(v)dv =#Zusténde in 3 Kugelschale mit Dicke dv. Schreibe nun dk = dv - 27”

— Modendichte pro dv
D, (v)dv = 351?% - L3dw fiir den gesamten Hohlraum

4 27y dv
D(v)dv = — (=) 3
8 C (Z)
Polarisationen . %/_/
5 Kugeloberfliche diskretekWerte
o = st
Modenzahl
D(v) =2 L(L)3 fd%éﬁ—u)
1

= 1(L)34r [ dkk25(SE — v)
= L(L)34q [ dh2m(2m)25(k — 2m2)
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1 Anfinge der Quantenmechanik

= Gesamtenergiedichte u = fooo dvU(v) fooo dvv
“Ultraviolett-Katastrophe”
Experimentell: Wien u(v) oc 3¢ 7
Planck findet Formel (1900):

Grundlegende Annahme darin ist, dass Strahlungsenergie nur in Paketen (“Quanten”) hv abgegeben
wird.

_kv_
Annahme: hvy < kgT,e*sT — 1~ k};”T = u(v) o< V?kpT

hv
Annahme: hv > kT = u(v) < v3e F5T

Planck’sche Konstante (Planck’sches Wirkungsquantum): h = 6,6261 - 10734Js
bzw. h = % ~1,0546 - 10734JS ~ 6,5821 - 10722 MeV's

Quantenphénomen: Quantisierung von Energie

Einstein 1905:
Leitet Planck’sche Formel aus Boltzmannstatistik und Lichtquantenannahme her. Die Lichtquantenan-
nahme sagt, dass Licht selbst aus Quanten der Energie hv = hw besteht.

1.2 Quantisierte Spektren von Atomen, Bohr’sches Modell

1885 Emissions- und Absorptionslinien v,,_,, von Atom sind Differenzen von Spektraltermen A,
Vn,m:An_Am m,neN
Wasserstoff: Balmer-Serie A4,, = %

1908 (Geiger, Marsden, Rutherford): Atome bestehen aus sehr kleinen, positiv geladenden Kernen und
deren gebundene Elektronen. Dies ergab die folgenden Fragen:

e Warum stiirzt das Elektron nicht in den Kern?

e Warum ist die dabei entstehende Abstrahlung diskret?



1.3 De Broglie’s Hypothese und Schrédinger

Bohr hat 1913 folgendes Atommodell aufgestellt:
Elektronen bewegen sich ohne Abstrahlung auf BahnenBahnen, die der Quantisiserungsbedingung fBa B AT

—

P = _n hgeniigen (durch Impulsquantisierung). Bohr erhielt so das Wasserstoffspektrum E,, = —%, Ey =
eN

272me?
(4mep)2h?

1.3 De Broglie’s Hypothese und Schrédinger

Systematischer Zusammenhang zwischen Teilchen und Wellencharakter: Jedes Teilchen mit Impuls p hat
Wellenvektor k = £ A\ = 27” = Bahnen der Elektronen um Atomkern kénnen als stehende Wellen erklért
werden:

Schrodinger griff Wellengedanken auf und suchte
nach Wellengleichungen, die z.B. die atomaren Spektren erklédren konnten.
1927: Davisson und Germer verifizieren de Broglie’s Hypothese.



1 Anfinge der Quantenmechanik
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2 Wellenfunktionen und Schrodingergleichung

2.1 Doppelspalt und Wahrscheinlichkeitsintrepretation

Sei ¥(Z,t) die Welle, die ein freies Elektron mit Impuls ' und Energie E beschreibt. Nach der Broglie ist

k= 2 und E = hbarw

= U(T,t) = C - FF=wt)

Betrachte Doppelspaltexperiment:

e

|Wo(Z)|* + 2Re (W1 T3)
Wir stellen fest:
® Py, 4w, ist nicht Summe von py, = |¥;|? und py, = |Va|?

e Es gibt Interferenzterm 2Re(¥;V5)

Die experimentelle Verteilung bestétigt dies! (Quantenphénomen Interferenz)

Qualitative Ubereinstimmung zwischen Wellenansatz und Experiment legt folgende Hypotehese nahe
(Born): Betragsquadrat |¥(Z)|? gibt Aufenthaltswahrscheinlichtkeit des Elektrons an. Bemerkung |V (7, t)|?
ist nicht Ladungsverteilung, aber gibt Wahrscheinlichkeit an, die Ladung e bei & zum Zeitpunkt ¢ zu fin-
den.

Quantenphdnomen der Unbestimmtheit:

Schlieft man Spalt 2, um sicherzustellen, dass das Elektron durch Spalt 1 geht, verédndert man p(Z)

gravierend. “DasElektron geht durch beide Spalte.”

2.2 Schrodinger-Gleichung fiir freie Teilchen

Folgende Forderungen an partielle Differentialgleichung fiir Materiewellen:
1. DGL von erster Ordnung in t, d.h. %\Il = ! = Zeitentwicklung ist fiir ¢ > to durch U(Z, o)
festgelegt.
2. linear in W: Superpositionsprinzip (wie in der ED) = Interferenzeffekte

3. homogen in ¥, d.h. keine Quellterme, 2 ¥—="7 = Gesamwahrscheinlichkeit [ d3z|¥(Z,t)[? zeitlich
konstant

11



2 Wellenfunktionen und Schrédingergleichung

4. EbeneWellen\Il( b)) = C’ e sollenLosungensemé 5V (7,t) = i@\ll(f,t), E(p,t)
m,,dh Lo0(Z,t) = — 5 WU(Z,t) baw.
0 RV
ih—U = U(Z,t
W ) = ()

(freie Schrédingergleichung)

Bohr: § dF-p'=nh, n € N — Drehimpulsquantisierung nh

2.3 Superposition ebener Wellen

G- fot
Ebene Welle ¥(Z,t) = C - ¢/~ ="~ haben Wahrscheinlichkeitsdichte |¥(Z,t)|? = |C|?
Normierung auf Volumen V: 1 = [, d*z|¥(Z,¢)[> = |C|* - V = Wihle C = ﬁ = U =
normiert. Teilchen ist mit gleicher Wahrscheinlichkeit {iberall in V| iiber V ausgeschmiert.

Gegenteil: Lokalisierte Zusténde: |¥ (%, t)|? auf endliches Raumgebiet konzentriert.
Bsp: Leitungselektronen im Metall §ind in guter Naherung durch ebene Wellen beschrieben. Genauer:
Blochwellen Wz (7) = Uy(F) ™"

——

gitterperidisch
Durch starke Unordnung (Fremdatome, Defekte) werden die Leitungselektronen lokalisiert, die Wellen-
|z |

funktlonen sind dann von der Form \Il ( ) C- e

—ie i = i B e
Elektronen sind bei Z = R lokalisiert. (1 Lokalisierungslénge)
Lokalisierte Zusténde erhdlt man durch Entwicklung nach ebenen Wellen (Fouriertransformation)

= d3p i(ﬁf_ﬁt)
\II(@‘J) = 7(2/”71)3(1)(]5’)6 3 2m
=2
* Setze ®(p) = Pod(p— po) = V(& t) = o h)36 tpE-Z0)

* Eindimensionales Gaufipaket: ®(p) = A-e” (p= po) G

Wie verhilt sich W(x,t) im Ortsraum k als Funktion

12



2.3 Superposition ebener Wellen

der Zeit?

(r—p0)2d2 4 p2 )
U(z,t) =Af %677,{% % gmttRpE (2.1)
,p(z)d2 d 2
= Ae” w7 [ fBomarttip (2.2)
dz . 2 d2 .
a:ﬁJrh;tm’ B=—+

Lose durch quadratische Ergédnzung:

e 2 _ 2 _ B\
Schreibe: —ap® + fp = —a(p® — 5p) = —a((p — % i
——
q
pgd? ) oq
= U(x,t) = Ae” 77 5peis [ dge
S —
—. /=
«
A ”777‘7 T T
g
e
ﬁaﬁé&w_g&‘fmm____% I B T
) A ¥ .
ol bl Bosiltuensey e dler [ e
| ST -
_ ne zanechin in Giradin feinn |
| Rl Snand Latoictin = O
2pgd? | i |2
1 ™ p3d ( h22 i
_ro d it
= U(z,t) = 71| ® = A-e"h7 e G2t REm
& hZ + h2m

Brauchen |¥(Z,)|%:
Benutze i) |y/z|? =? mit z € C, z = |z]e!?
i * —i2 *
— vz =Ve, (V2) = VIzleT® = VR = VE(VE)T = 12

11) (ez)* _ ez*’ez . (ez)* _ eerz* _ 62Rez

N Zi\k _ 2125 21 z2
lll) 2o +(z2) = |z2|2 + ‘Z2‘2
1 (g @)
— U(x,t) x e 2 1A
_ _ht — Po
A= omd' V= 'm
——
- - -
—i ]
|

= Gaul}-Funktion ... .i_._.



2 Wellenfunktionen und Schrédingergleichung

2.4 Wellenpakete (Lésungen mit nichtkonstantem |U|?)

Eindimensionales Gauf3-Paket:

b(p) = Ae*(pfpof%z
dp i(pp_ P2
—"I’(xat)z/wﬂp)eh(p B )
9 B (v — vt)?
¥ x (- )
ht _M

- 2md v m
o Aufenthaltswahrscehinlichkeit Gauf-verteilt

e Maximum lduft mit Geschwindigkeit v = 22

e Breite im Ortsraum o< dv/1 + A2 wiichst mit t — Wellenpaket zerfliefit
Quantitativ: Mittelwert fiir Ort x (“Ortserwartungswert”):

<z >= / dzx|U(z,t)|> (¥ normiert auf 1)

—0o0

Fir Gau3-Paket:

o0 o0
<z = / da(z — o) U(z, )2 +/ dovt| U (z, 1)]?

—00 —00

=0,da|¥|2symmetrischin(z—uvt) =vt,daWnormiert

Breite (Schwankungsquadrat, Varianz) des Ortes:

(oo}
(A2)? =< (z— < 2 >)2 >= / do(z— < 2 >)2|U(z, )2
—00
Bei GauB-Verteilung e~or” ist
1
Az)? = —

— (Az)? = d*(1 + A?) Varianz, Az = dv/1 + A2 Breite Standardabweichung

Az gibt x-Bereich an, {iber den |¥|? grof} ist
Az misst “Ortsunschérfe

14



2.5 Impulsverteilung

2.5 Impulsverteilung

E(p)t

U(x,t) und ¢(p,t) = ¢(p)e

sind durch Fouriertransformation verkniipft:

Laut Parseval’schem Theorem gilt: [ d®z|W(Z,t)|? = [ -2 27rh s|o(7,1)|?, d.h. falls ¥ normiert auf 1, so auch

¢
= Interpretiere ¢(p,t) als Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum, d.h die Wahrscheinlichkeit, p zu

messen, ist |¢(p,t)[?
Wahrscheinlichkeitsdichte im Ortsraum
W) = U, 1), < & >= /d%f\\l/(a}‘, B2

Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum

a3
W) = o) < 5 >= [ G laitot )

Beispiel: Ebene Welle ¢(p) = ¢od(p — Do)

o d3p g7 —iBt _ 90 _i(i-E@L)
— U(L,t) = - enP pod(p'—po)e _(2ﬂ_h)3eﬁ

3
<i>= [ GewE =

Gauf3-Paket:
¢ = Ae” (p—po)* %

dp
_ 2y 2 _ 2 _
<p>= [ 3216w = [ oo - m)lo / sl =0 [ Slof = o

(Ap)? =< (0= po)? >= (&

2d) Ap = — "Impulsunschérfe
Insgesamt fiir Gauf3-Paket:

2d

Az =dy/1+ A? Apzﬁ

2d

AzAp = g\/lJrA2

= Ort und Impuls konnen nicht gleichzeitig ”scharf“ sein
Dies ist ein Spezialfall der allgemeinen Unschérferelation in Ort und Impuls

AxAp > g

(Ubungen: Unschérfe als allgemeine Eigenschaft der FT)

Impuls im Ortsraum o(pyt) = fd3e%\11(f t)

<p>=/ (%h)gaﬁ (0, ) (P, t f(%h)s [ d3alex PP (1) [ dPape 7PTU(F, 1)
= [z [ 2" 0 (7, )(;V\II( ) [ (2d;)36 £ (T~ )

= [d3z [ B0 (&, t)(2VU(Z,t)0(F — F)

Damit < j>= [ d3zU*(Z, )2V ¥(Z,t)

= %V ”TImpulsoperator in Ortsdarstellung“

15



2 Wellenfunktionen und Schrédingergleichung

2.6 Operatoren, Skalarprodukt, etc

Die Wellenfunktionen der Quantenmechanik sind Elemente eines Hilbertraums (vollstindiger Vektorraum
mit Skalarprodukt). Dieser Raum ist L?(R?) (quadratintegrable Funktionen)

L2R%) = f: R = C,[|f|l2 = /[ d®z|f(z)]* < o0

Ein Operator A auf einem Hilbertraum ist eine Abbildung f(z) — g(x) = Af(x)VSf € D4 (Definitions-
bereich)

Ein linearer Operator A erfiillt Af; = g1, Afo = g2,21,20 € C

D A(fL+ f2) = Afi + Afa = g1+ ga

2) Az fr) = m1AfL = 21

Bsp: V ist linearer Operator:

V(f(Z) +g(2) = V(@) +Vy(Z) V(z2f(T)) =2V[(T),z€C

Ortsoperator Z: Z(f(Z) + ¢9(&) = Zf(Z) + Zg(Z)

A:f — f2 Af = f? ist nicht linear: A(f +g) = (f +9)*> # 2+ ¢°

Im Allgemeinen ”vertauschen“ Operatoren nicht: Seien A, B zwei Operatoren. Der Kommutator von A,
B ist definiert als

[A,B]= AB — BA
Oft ist [4,B] #0
Bsp: A=2i,B=0; %,j€c€x,y,z2
[2i, 05 f () = 2:0; f (%) — 0j(wi f (%) = 230, f — 045 (%)) — 2:0; f(¥) = =i f(X)Vf ()
= [2;,0;] = 0;; oder auch: j= %V,pj = %@-
[zi,p;] = —%5”- kanonische Vertauschungsrelation: Ort und Impulsoperator vertauschen nicht! (fiir i=j)

L2-Skalarprodukt : Abbildung von L? x L?— > C

(f,9) = [ dPxf*()g(¥) fg€L®

— Norm [[fll2 = /[ daf*(2) f(7) = \[[ [ f()

Analog zum Skalarprodukt in C, x,j Vektoren aus C :< z,y >= Y7 a7y, ||z|| = /S, 2]
Es gilt:

o (f.9)" = ([ dPzf*(¥)g(¥)" = [ Pxf(F)g"(&) = (g, f)

o (f,z191 + 2202) = z21(f, 91) + 22(f, 92), 21,20 €C

o (21f1+22f2,9) = 2 (f1,9) + 25 (f2, 9)

linear im zweiten Eintrag, antilinear im ersten Eintrag

3
Damit Mittelwerte: < p'>= [ tbsd + (D)d(P) = (¢,59)
< E>= [ B2V (D)TY(Z,t) = (¥, 7T)

Adeungierter Operator: AT heiit anjungiert zu A, falls (A" f, g) = (f, Ag), d.h. [ dPz(ATf)*g = [d3zf*(Ag) Vf.g€
éin Operator heifit selbstadjungiert ("hermetisch®), falls AT = A (Vergleiche C": Matrix A — Adjun-
gierte AT = (A4*)T, wenn AT = A — Eigenwerte von A
Rechenregel: Es ist (AB)" = BT A", da ((AB)" f,g) = (f,ABg) = (AT f,Bg) = (BT AYf,9)Vf,g
e 7 selbstadjungiert, (f,Z) = [ d®zf*(8)Zg(Z) = [ dPx(Zf)*g = (Tf,9)
o (f,pg) = [Baf*iVg=—[dz(}Vfg= [dPz(}V[)*g=(Pf.9)

Randtherme bei PI verschwinden
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2.7 Korrespondenzprinzip, allg. Schrédingergleichung und erste Postulate der QM

2.7 Korrespondenzprinzip, allg. Schrédingergleichung und erste
Postulate der QM

Beispiel < p'>= (¥, V)

fiir ebene Welle: %VC’e%(ﬁ_E” = pCe# (PF=E1)

Analog Energie E: < F >=< % >=< ih% bei ¥ : (¥, ih0, V)

= QM-Operator ihd; korrespondiert zur Energie

Allgemeines Korrespondenzprinzip: Den physikalischen Grofien (&, p, E, ete) sind in der Quantenmechanik
Operatoren (&, %V, ih0y, etc) zugeordnet.

(historisch: Korrespondenzprinzip = klassisches Verhalten fiir hohe Quantenzahlen)
)

Freie Schrédingergleichung (ohne Potenziale): i70, ¥ = VR g = Py

2m 2m
-
= im freien Fall: Operatoridentitit i70; = % Ersetze klassischen Impuls durch Impuls-
m
~—~

freie Hamiltonfunktion
operator p = %V, d.h.
1hoy W = HY

Wie sieht Hamiltonoperator H in Gegenwart von Potentialen V(&) aus?

Korrespondenzprinzip — Nehme klassische Hamiltonfunktion H = % + V(Z), fasse p und & als QM-
Operatoren auf!

— H=-1Y" 4 V(1)

thoy U (Z,t) = HU(Z,t) (allg. Schrédingergleichung)

Diese Sachverhalte ergeben 4 Postulate fiir die Quantenmechanik

1. Der Zustand eines Systems (Teilchen) wird durch die Wellenfunktion W (&, t) beschrieben. |¥(Z, t)|?d3z
gibt die Wahrscheinlichkeit an, das Teilchen bei Zeit ¢ im Volumenelement d®z um # herum zu fin-
den.

2. Messgrofien (E, p, Z,etc) entsprechen in der Quantenmechanik Operatoren (ifid;, %V, Z, ete)

3. Mittelwerte der Messungen ergeben sich aus den Mittelwerten der Operatoren, z.B. fiir A ist der
Mittelwert: < A >= [d32¥*(7,t)AV(Z,t) = (¥, AV). Im Allgemeinen ist < A% >#< A >?—
AA # 0 (Fluktuationen um Mittelwert

4. Zeitentwicklung: Schrodingergleichung ih0,¥ (%, t) = HU(Z,t) mit H = _BVE V(&)

2m

Bemerkung:
e Zeit t ist kein Operator in Quantenmechanik , sondern ein Parameter.

e Postulate konnen auf N-Teilchensysteme erweitert werden.

2.8 Ehrenfest’sche Theorem

Schrodingergleichung: ih0; ¥ = HY wird komplex konjugiert:

—iho,U* = HU*

Zeitentwicklung von Mittelwerten:

4 < A>= [dBz[(0, V") ATV + T* (9, A) T + U* A(9, V)]

= 4L < A>=<(0,A) > +1 [(HV)AV — V" AHU] =< 0, A > +L[(HV, AV) — (U, AHU)]
=< A > +1(U,[H, A|) mit [H,A] = HA — AH

4 A>=<OA>+1<[H A >

5 i d _ of . _ Of O dg Of
e Formal &hnlich zu g f(p,q,t) = 3¢ + H, f, mit f,9 = 5,52 — 5255
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2 Wellenfunktionen und Schrédingergleichung

2
Konkreter: Sei A = & oder p. — [H, ;] = [Ej% + V4], 2;] (Komponenten des Ortsoperators Kommu-
tieren [z, z;] = OVi, j)
ihp;
m

= [H,pi] = [V(@pi] = (V(@)70; - {0V (@) = (V(&) 10 = V(@) 10 = F(0:V (7)) = ih gy

Damit 4 < #>= =2 und £ < >=— < VV(Z) >
:$2m<x>:—<VV()>:—<F() (Newton)

Ehrenfest’sches Theorem: klassische Gleichungen gelten fiir Erwartungswerte < & >, < p' >, etc.
2.9 Kontinuitatsgleichung

Aufenthaltswahrscheinlichkeit p(Z,t) = [¥(Z,t)|> = U*(Z, ) (Z, )
D p(#,1) = (0,U") U + U*(,0) = L (HU*)W — LU*(HD)

Potential V(&) fillt heraus. Setze % = —h;f
Op(Z,t) = S (V20U — 0% (V2D))
= —V - j(&,t)(Kontinuitétsgleichung) (2.4)
S h * *
J(E 1) = 5—(TH(VV) = (VI)T)

2mai

VU (&, 1) = —i LU
J(E, 1) = gl (UHiF U — (—if) U ) = ZU*w

2.10 Stationdre Zustande und Eigenwertgleichungen

Sei H zeitunabhéngig. Setze an ¥ (Z,t) = U(Z) f(t)
1hoy U = HY = AV (2)0,f(t) = f(t) HY(Z)
iho f(t)  HY(X)

)y (@)
——— ———
nurvontabh. nurvonZabh.
— linke Seite = Kontante = rechte Seite = ihd, f(t) = Ef(t) = f(t) = f(t = 0)e ="

Rechte Seite (Zeitunabhéngige Schrodingergleichung): H V() = EV(&)
(~ I + V(@)@ = BV(3)

e Zustinde vom Typ U(ZF,t) = U(F)e %" heiBen stationdre Zustéinde, da [U(Z,t)|2 = |U(Z)[? (zeitu-
nabhingig)

e Zeitunabhéngige Schridingergleichung ist ein Eigenwertproblem HU = EV (H=Operator, E=Eigenwert,
¥ Eigenzustand, Eigenfunktion)

FEigenwertproblem: Sei A ein linearer Operator. ¥ ist Eigenfunktion zu A mit Eigenwert a € C, falls
AV = oV gilt. Die Eigenwerte a bilden das Spektrum von A.
Bemerkungen:

1. Eigenwerte von hermiteschen Operatoren (A4 = A™) sind reell, denn mit AV = a¥ bilde man
(U, AV) = a(T,0) = (A, ¥) =a* (U, ¥)=>a=a*"=a€R
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2.11 Messung von quantenmechanischen Observablen

2. FEigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwertn sind orthogonal, d.h. falls AV; = a¥; und AV, =
as¥Ws, a1 # az = (¥, ¥2 =0

3. Sind zwei oder mehrere Eigenwertn identisch (”entartet “), dann kann man die Eigenfunktionen zum
identischen Eigenwertorthogonalisieren. Sei AV,, = a¥,, fiir n €Indexmenge
— neue Funktionenen ¥,, = ¥, 1, Uy, mit (¥, ¥,,) =0 fiir n # m

4. Eigenfunktionen kénnen normiert werden: ¥,, — \/ﬁ Damit ist ||U,]| = /(¥,, ¥,) =1

= Satz von orthonormierten Eigenfunktionen ¥,,, (¥,,, ¥,;,) = dmsn (" Orthogonalitéitsrelation®)

Wenn weiter die Vollstandigkeitsrelation 3,9 (2)¥,,(Z) = 6(F — &) gilt, bilden die Eigenfunk-
tionen eine vollsténdige Orthonormalbasis (VONB) des Funktionenraums, oder auch Eigenbasis.
Dann besitzt jede Wellenfunktion ¥(Z) die Darstellung ¥ (%) = 3,¢, U, (%) mit ¢, = (¥, V) =
[ daw (@) w(7)

(U(Z2) = [d32'0(Z — &)U (T) = £, ¥, (Z) [ dP2'V;,(T)V(F))

Mit der Entwicklung nach Eigenfunktionen des Hamiltonboperators wird Zeitentwicklung einfach.
Sei HV, = E,¥, gelost, d.h. Eigenfunktionen bekannt. Fiir ¥(# 0) = ¥(Z) berechne ¢, =

(U, U(t =0)), = U, (7, t) = e 740, (T, = 0)
— U(Z,1) = Dnen Un (7,0)e 7 7!
(Beweis DihOy U (2, 1) = Xpen En VU, (T, O)e_i%t = H (%, ¥, (Z, O)e_i%t))

5. Es gibt auch Operatoren, die ein kontinuierliches Spektrum haben, d.h. keine separierten/isolierten
Eigenwert, z.B. Impulsoperator p'= %V im R3

- . . . . 3 oy
§  Ne#T/h = %VN@”"T/h = P NeP/h = (i) = | 7(2(2;%3 o(p) /"= FT
Operator Eigenwert =c,, vy

6. Ortsoperator-Eigenfunktionen: Zf(Z) = &y f (%) Eigenwertgleichung geldst durch fz, () = 6(Z— 7o),
Eigenwert &
(Zwei Funktionen fi, fo gleich, wenn alle Skalarprodukte (g, f1) = (gn, f2) fiir Basisfunktionen
9n(T))
Damit (g, Zfz,) = [ d®zg}()Z0(T — Tp) = [ d®zg;()Tod(T — To) = (gn. To fz,)

7. Seien A, B zwei Operatoren mit [A, B] = AB — BA = 0. Dann haben A und B eine gemeinsame
Eigenbasis.
Beweis: Sei AV,, = a, ¥, a,, isolierter, einfacher Eigenwert. Dann ist ABV,, = BAV,, = Ba, ¥, =
a,BY,,
= Auch BV, Eigenwertzu a,, = BY,, =b,V,

2.11 Messung von quantenmechanischen Observablen

Jede Observable (= Messgrofie) entspricht einem hermiteschen Operator A. Was sind die moglichen Mess-
werte?

Sei System in einem Eigenzustand von A. d.h. AV, = a, ¥

<A>=(V,,AV,) =a,

Schwankung der Messwerte? (AA)? =< A2— < A >2>=0, da < A2 >= (¥,,, A2V) = a2 =< A >?

= scharfe Messung von A, keine Fluktuation der Messwerte.

Allgemein: Superposition von Eigenzustinden ¥ = ¥,¢, V,,
< A>= Enmlczlcn(\l’n/, A\I/n) = Znyn/cn/cnan (\I/n/,\I/ — TL)
| —

é

<A>=(V,AY) =3, Cn|2 [e7%
~—~— ~—~
Wabhrscheinlichkeit fiir ¥,, Messgréfie in ¥,

TITL/
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2 Wellenfunktionen und Schrédingergleichung

U, normiert = X, |c,|? =1

vgl. mit Statistik: Mittelwert X = [dzP(x)z, [dzP(z)=1
Interpretation: Mogliche Messwerte sind Eigenwerte a,,, die Wahrscheinlichkeit, a,, zu messen, ist |c,|?

Postulat: Mogliche Messergebnisse sind Eigenwerte von A Bem:

/
n Ny

ggpf

1. Dieses Postulat wird von Experimenten bestétigt, z.B. Stern-Gerlach-Versuch =~~~
Messergebnis: Zwei Auftreffpunkte entsprechen moglichen Eigenzustinden des Spinoperators

2. Die moglichen Messergebnisse (a,,) hingen nur von der Messgrofie (A) ab, nicht von ¥. ¥ bestimmt
aber Wahrscheinlichkeit |c,|?, a,, zu messen.

3. Postulat konsistent mit Forderung, dass wiederholte, kurz danach stattfindende Messung den selben
Messwert A,, ergeben soll.

Schlussfolgerung: Bei Messung von A, welche a,, ergibt, "kolabiert“ Wellenfunktion in Eigenzustand ¥,,
(Reduktion der Wellenfunktion auf einen Eigenzustand). Erneute Messung ergibt mit Wahrscheinlichkeit
1 wieder a,, (nach (AA)? = 0 fiir Eigenzustéinde).
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3 Eindimensionale Probleme

3.1 Harmonischer Oszillator

R
2 2 2
= (— M 2)§(z) = EV(x)

bzw. (—% + m;fz 23V = 22 BV

charakteristische Lange o = 4/ h

mw

Algebraische Methode:

~ wmzZ+ip 4 — wmZ—1ip
V2mwh V2mwh

bzw. T = y/52—(a+at), p=—i\/2"(a—a")
Aus [p,z] = pr — zp = ih folgt [a,a*] =aat —ata =1
d 1

Alternativ: a = \/g(z% + o) at = 5(% —2o)

)

Damit lisst sich H schreiben als H = ihw(@a*t +ata)
H = hw( ata +

n:Besetzungszahloperator

N|—
~—

Was sind die Eigenzustinde von i = a+a bzw. H?
Sei ¥, Eigenfunktion von 7, d.h. n¥,, = v¥, mit Eigenwertr ¥, u normierbar — v(¥,,¥,) = (¥,,,n¥v) =
(U,,atav,) = (av,,a¥,) =|la, ¥, [|> >0

= Eigenwerte v > 0 Kleinstmoglicher Eigenwerty = 0.
Fiir v = 0 gilt [[a¥,u||* = 0= a¥, = 0= (£ +2o1L)¥(z) =0

Lésung ist GauB-Funktion: Wo(z) = (v/7zg) "2 exp(—%(af”—o)2

Beweis durch Nachrechnen =- Eigenwert v existiert, Energie %‘*’ Grundzustand
Andere Eigenfunktionen? — [n,a"] =ataat —atata =a*

[n,a] = —a

Behauptung: a* ¥, ist Eigenfunktion zu Eigenwert v + 1

Bew: 7(a*t 0, = (@ +a+tn)¥, = (1 + v)(@+tw,)
Norm: ||+, [|2 = @TV,,a0,) = (U, a0+ ¥,) = (1 +v)(L,, )
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3 FEindimensionale Probleme

=v=_0 \111:A+\I/0

v=1 \:[12 = %6*@1

allgemein: n e N: ¥,, = ﬁaﬂpn,l = \/%(6‘*‘)”\1/0
at= Aufstiegsoperator, Leiteroperator, Erzeugungsoperator fiir Schwingungsquanten.
Schreibe a™ als %(i — 29-L) — Wellenfunktionen bekannt:

U (@) = S (@) Wo(o)
E, =hw(n+ %)

Analog zu @V ist @ der Absteige- (Vernichtungs-)operator.

Beh: a¥, = (v — 1)a¥,, d.h. a¥, ist Eigenfunktion zu v — 1,x ¥,,_4
Beweis: na¥, = (—a +an)¥, = (v — 1)(a¥,)

Normiere: ¥,,_; = %6\11,,

v, = o0, 1, d.h. 4l =0

Vernichtungsoperator vernichtet Grundzustand W!

Gibt es andere Eigenfunktionen zu ungeradzahligen v =n+a 0<a <1?
Nein, denn n¥, =v¥, = (n + o)V,

n@v,)=wv-n)@"v,) =a(@7¥,)

n@*tv,) = (a—1)(@"v,)

Widerspruch zur bewiesenen Aubsage v>0
x \2

Wellenfunktion: W (z) = (y/7zo) Ze —3(55

X1/

) ;r'l 7 K A
R
._/72"‘"“9?*.5@
. /?z;f:&m R ~
i ¥ El
k>"‘;-': - //“ ®X X
/mmybmu; : - B}

fmﬂ.‘gﬂ _.aof-

= ""‘:j = .-U"'dgr‘_,;rr

Allgemem U, (r) = (Q"nlfg;o) %6_%(%)2

H, (xz) Hermite Polynome

Ho(z) =1, H; =2z, Hy= (42%—2), usw.

H,, hat n Nullstellen, bilden orthogonales vollstindiges Funktionensystem auf [—oo, 00]
Spektrum von H:

HY,=E,9, - E, =hwn+ %)

Es gilt a¥y = 0.
x \2
U, = L (ah)" W W o e o)/
U, () = (Polynom n-ten Grades) - e (5)* /2

Bem: Nullpunktsenergie: Grundzustand (n=0) hat nicht Ey = 0, sondern Ey = %”

Mittelwerte und Unschérfen:
<z >p=(Vp,20,) = /52 (¥, (a+a")V,) =0, da a DV, x Uppy L T,

Analog: < p >,= (¥,,p¥,) =0
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3.2 Stiickweise konstante Potentiale

b (W, (at+al)? W) = Sl (W, (@ +a7 +ala+aah)W,) = 51 (0, (2aTa+1) )

2mw 2m 2mw

(Az)? =< 2? >,=
wegen [a,af] =1

(Az)? =<a?>,= -2 (n+L)y=a3(n+1)

mw

2 2
Analog (Ap)? =< p? >, = em — %(n_;_ 1

Damit ist Ax - Ap = h(n + %)

Grundzustand: Az - Ap = % ”minimale Unschérfe“
Energieerwartungswerte <T>, < V >

<T>=< L >= —(Ap)2 S+ 1) apt=mt

- 2mx

2 2 2
2 92 1hmwxo

2
<V >=< §mw z? >: Wi (Az)? = 2mw zg(n+ )—2T(n+%)=%n@g
= klassischer Gleichvertellung, ist aber speziell fiir harm. Oszillator

(n+3)=<T>

3.2 Stiickweise konstante Potentiale

L ey
Zeitunabhéngige Schrodingergleichung %\I’(x) =—22(E-V(2))¥(z)

Aus |V (x)] < oo folgt |T”] < co= U’ stetig = ¥ stetig Vz
Strategie: Lose Schrodingergleichung fiir Bereiche, wo V' (z) = const, “klebe” Losungen an Sprungstellen
von V (z) mit Stetigkeitsbedingungen zusammen.

Sei nun V (z) konstant auf Intervall I:

£V (x) = —33(E - Vo) ¥(x)

allg. Losung: ¥(z) = Ae’*® + Be™ ™ mit k = (/23 (E — Vp)

Fall 1: E > Vj = k € R Oszillierende Losung (ebene Welle)
Wabhrscheinlichkeitsdichte: |¥(x)|? = |A|? + |B|? + AB*e?*® 4 A* Be~2k

= |A|?2 +|B|? + 2Re(AB*e?**) = | A|? + | B|? + 2| A||B| cos(2kx + )
Wahrscheinlichkeitsstromdichte: j = 5 (0*9, ¥ — W0, ¥* = 2 (|42 — |BJ?)
A #0,B =0 Strom in “+”-Richtung (e'**)

A =0,B # 0 Strom in “”-Richtung (e~*?)

Potentialstu
iy

e

|
<00 (2) = e + Re™h | =, /20E

T > O\Ij>(x) = Iﬂleiqz q= 727}1(52 VO)
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3 FEindimensionale Probleme

Fordere Stetigkeit von W und \Iﬂ% bei z =0
r=0:V>=1+R=T
\I!’2 =ik(l — R) = iqT

5 L 2k i IPTI
Losung: T' = Frg transmittierter Strom |T'|* = (m)

_ @ . 2 @ 2 \/QmE—\/Qm(E—Vo)
R= — reflektierter Strom [R[* = (351)* = VamB/om(B=Ve)

k+q
R? o ()2 E >> V)

— Immer Reflexion, auch wenn F >> Vy — |T| #0,|R| # 0
Fall 2: Vy > E in Gebiet II bei V(z) =V}

2m(E —Vy)/R?2 =ik k=+2m(Vy — E)/h?
Losungen bei z > 0: Uy (x) = Ce™ ™ 4 Der®

Losungen mit D # 0 nicht brauchbar fiir z — +o0, da ¥~ sonst divergent. = Nur C' # 0, D = 0 Losungen

erlaubt. Dies triagt keinen Strom nach rechts.
Wahrscheinlichkeitsstromdichte von Ce™"* 4+ De"*:

j= 2—7?”(\11*8@\1/ —99,0*) = %[(C*e"“ + D*e")(—Ce™"® 4+ De"*) — (Ce™ " 4+ De"®)(—C*e " +

D*emc>] _ _hx [_Ic|26—2mc T |C|2e—2mc 4 (|D|2 _ |D|2)62mc —_D*C+C*D + DC* — CD*]

2mi

=j=0,D=0,C#0

|
A ','I'_"‘?_h'l_“ L

.
|

- i. — | - -
.

Bsp: Potentialstufe £ < Vj, Teilchen von links einlaufend. '

\I/< — 1eik1? 4 Refik:v
U, =Te " (T =C)

Stetigkeit bei z = 0:
U1+ R=T V" ik(l - R)=—rT
=>T =75 40 R=5Hk

ik—k

|\I/<|2 =14+ |R|2 + RefZikaz 4 R*eQikz

occos(2kz+95)

= e e —— o s S

‘l/> |2 — |T|2e—2K,I

Wellenfunktion ¥ dringt in klassisch verbotenes Gebiet mit E < V(x) ein, auf Lingenskala x~1

h

\V2m(Vo—E)

Im Grenzfall Vy — oo (harte Wand) geht s — oo und ¥ verschwindet sofort fiir > 0.
= Randbedingung fiir harte Wand bei z = 0: ¥|y4nqg = 0
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3.3 Potentialschwelle

3.3 Potentialschwelle

k

V(z) =VpO(a — |z|) Sei E > 0, aber E <V}
In Gebiet I: U = Aetk® 4 Be— k=
In Gebiet IT: ¥;; = Ce™ "% 4 De™
In Gebiet III: Uy ; = Fetb® 4 Ge—he

k=\2mE/R2 k=2m(Vy— E)/I2

Stetigkeitsbedingung bei x = —a:

Ty — efika eik:a
I = *II ,L‘kefzka 7ikezka

Kiirzer: My (—a) ( “ ) — M.(—a)
(5)-F' ot ( g)

Stetigkeitsbedingung bei x = a:

e~ ra era C ezk:a efika F
Yir = \PHI( —KeTRa  geha > ( D > o < ikethe  _jke—tka > ( G )
Kiirzer: M, (a) g = My(a) ( g

(#)=T Coilcol @i ( ¢ )

Zusatzbedingung: Kein Teilchen von rechts einlaufend, G = 0

Man erhilt: A = F(cosh(2ka) + % sinh(2ka))e?*®

B = F(=1)sinh(2ka)
K 77 — % +

A EAIN)
e

GZE_

Transmissionsamplitude:
—2ika
S(E)=%£ = ¢

cosh(2ra)+ i sinh(2ka)

Tunnelwahrscheinlichkeit (“Durchléssigkeitskoeffizient”)

IS(B)* = 1+(1+§)1sinh2(2m) cosh? —sinh? = 1

x (14 %)_16_4“1,%0, — 00
xT

sinh(z) = =5~ ~ &, 0 — 00

Tunnelwahrscheinlichkeit fiir £ << Vj, Vo — oc. wird mit exp-Faktor dominiert. |S(E)[? oc e=4V2m(Vo=E)/h?a

Tunnelwahrscheinlichkeit fiir kontinuierliche Potentialberge?

N Stufen — N+1 Sprungstellen — numerische Moglich-
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3 FEindimensionale Probleme

keit fiir S(E)

Exponent: §1/2m(Vo — E)a = [ #1/2m(V(z) — E)dx

‘/‘wmam
Tmin

= |S(E)? = ae *
Teilchenstromin Gebiet II:

jir = 5= k2iIm(CD*) = b=

Bsp: a-Zerfall

2m(V (z)—E)dx

Im(CD")
———

£0

xe~4rax|S(E)|?

* Betrachte a-Teilchen als durch Kernkrifte gebunden.
* Coulomb-Abstofung zwischen a-Teilchen (2-fach Positiv) und Protonen im Kern

W -

—r

aw
..
L]

2 Tmax
—2 oz /3
e h Jzmin

m(V(z)—E)dz

Tunnelrate (Tunnelereignisse pro Zeit) 77! =

'f""ﬂl S T o] S A Wty
—_
-
]
1
4

= Berechne Tunnelwahrscheinlichkeit: |S(E)|? o

Vo 2
— S(E
= S(5)
Geschwindigkei Tunnelwahrscheinlichkeit fiir ein einlaufendes a-Teilchen
Versuchsrate= Seschwindigkelt

Durchmesser

Anderung Anzahl unzerfallener Kerne:

dN:_ldt.N(t) — N(t) =

T

N(t=0)e 7

7 = Lebensdauer des Kerns oc |S| 72

1

Experimentell findet man: logio(7) x —= (vgl. |S(E)|?, Geiger-Nutall-Regel)

3.4 Potentialtopf

E

] E t i' L I
e I !
TE = PeE
-|¥a { E.{G ~ N ; I-. Y

Uxi="""

el <ol

Wy = Ae*
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U;r = Bet” + Ce % q= [2m(E+ Vy) /h?
——
>0
\I/IH:De_’“”

Nutze Spiegelsymmetrie des Potentials V(x) = V(—z)!
V(z)=V(-2)= H(z) = H(—x) (ﬁ invariant unter Spiegelung)

2m
Paritétsoperator P: Sei ¥(z) Wellenfunktion — P¥(z) = U(—x).
Es gilt PV (z) = V(—x) und PH(z) = H(—x).

(PH(2))¥(z) = (H(~2)P())¥(x) = H(-2)¥(-x)

Deswegen gilt als Operatorgleichung [13, H = PH—-HP=0

3.4 Potentialtopf

P und H kommutieren, besitzen gemiensame Eigenbasis. Falls ¥ Eigenfunktion von H zu EigenwertE
(nicht entartet), so ist ¥ Eigenfunktion von P. Bei Entartung wihle man Linearkombination.
Da P? = 1 folgt: Eigenwerte von P sind 1 = mégliche Eigenfunktionen sind gerade. (EW + 1) oder

ungerade (EW — 1). = Eigenfunktionen von H sind entweder gerade oder ungerade.

Losungen mit gerade Symmetrie:

Setze A =D und B =C — ¥ (x) = 2B cos(qx) = Ur(—x)
Uy = Ae® und Uy = Ae ¢r*

Da die Losungen bei x = —a stetig sein miissen, folgt:
Ae™"* = 2B cos(qa) und kAe™"* = ¢q2Bsin(qa)

= k = ¢qtan(qa) (g) ungerade Losung:

U = Ae® und Wy = Ae ¢r®

U =Bsin(qx)

bei = —a: Ae™"* = —Bsin(qa)

kAe " = qBcos(qa)

= Kk = —qcot(qa)

Losung der Gleichung (g): Driicke x durch ¢ aus:

— Kk =+/2mVy/h—q

QWVOQTQ_(Q‘I)2 sin(qa
(g): + :‘lta‘n(qa) = _coSEZa)) )

1
1

) L] 4
i

-
S
RN

3
1
—

T —

e Die Anzahl der Losungen steigt mit Vy, pro Intervall der Lénge 7 eine Losung = #gerader Losung;:

\/27’TLVO%2/71’

e Es gibt immer mind. eine Lésung mit gerader Symmetrie, auch fiir Vy — 0.

ungerade Losungen:

2
rka _ \/ 2mVo 45 —(qa)?

—cot(qa) = 02 = o
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3 FEindimensionale Probleme

v

e Es gibt nicht immer eine Losung mit ungerader Symmetrie, erst ab \/QmVOZ—i > % mind.

Losung.

2
V2mVo i + 3

e Eine Losung pro Intervall der Lange 7, # ungerade Losungen < —

Zusammenfassung
Energie E wichst monoton mit ¢ = v/2m(E + Vp)/h (genaue Berechnung numerisch)

Zustand ‘ qa € ‘ Symmetrie ‘ # Knoten
Grundzustand 0, 5] gerade 0
1. angeregter Zustand | [7,7] ungerade 1
2. angeregter Zustand | [r,375] gerade 2

e Unendlich tiefer Potentialtopf V[ — oo, betrachte Energie ~ —Vj:

hg=+/2m(E+Vp) = 1

hx = /2m|E| — o0
2 2 2 2
—>tan(qa)z%—>oo,qa:n7r—>En:thL —VOZFLQEZ;) ~Voxn?<0
2 142, 2
—cot(ga) = %% — o0, qa = (n+%)7r—>En: h (z;z; =V

Wellenfunktion im Inneren:

U(x) x cos(gx) — ¥(+a) x cos((n + %))77) =0

U(z) o sin(qz) — ¥(+a) x sin(nw) =0

e V(z) reell = H reell. Falls HU = EV gilt, so auch H¥* = E¥*.
— mache U reell: ¥ = N(¥ 4 U*) hat auch EigenwertE.

e fiir gebundene Zustédnde sind ¥ und ¥* nicht linear unabhéngig, d.h. sind nur eine Losung.

eine

e Bei Streuzustinden (z.B. e?* mit k € R) gehoren ¥ und ¥U* zu unterschiedlichen Randbedingungen.

= Lasse ¥ komplex, da sonst Randbedingungen gemischt werden.
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3.5 Resonanzen am Potentialtopf

3.5 Resonanzen am Potentialtopf

| f | | i_ L. ! l | [ ] l - V_'_.. ..._!_.. —— . SRR AR SR N RPN WU W
.‘ ! | 5 | Pl d o O |
SEEREE.In g o:__ﬁ_l BERNE
R LT e IR
_____ __ !l_ _'_{__)/ T LT
| EFEERRE ?f;ﬂ/( b
| f— N X
| - = |
- e
N Y , - Ll
| e N _ a | !
|
I A A I
| I RAN RN

gebundene Zustéinde ga = n7 oder ga = (n + 1)m(co-tiefer Topf)

Uy (x) = ¢th® 4 Re~ike k=+/2mE/h? (3.1)
Urr(z) = Ce'® + Deta® q=+/2m(E —Vy)/h? (3.2)
\I/[][(l') = Seikw (33)

Stetigkeit von ¥ und ¥’ bei z = +a

6721'190,
— S(FE) = _
)= Costaa) — 15 + Byoinaa)
R(e) = S(E) - ~( — %)sin(2qa)

Die Transmissionswahrscheinichkeit ist:

1
1S(B)? = .
1+ 3 - %)2 sin(2qa)

oy
o)
+
=
Q0
)
=
[¢]
s
—~
-
n
—
-~
—
ENS)
|
SRES
S~—
(V]
W
=.
:3
/-\
[\}
)
Q
\_/

= vollstédndige Transmission
L]

Fiir diese Energie ist |R

bodora b
TTREE]
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3 FEindimensionale Probleme

2 2
Transmissionsmaxima bei Resonanzenergien: Ejy = hgr?@ -

Resonanzenergien entsprechen gebundenen Zustéinden eines Potentials, bei dem V (z) fiir |z| > a gro8 ist.
Vgl. mit Anregung von Oszillatoren in Optik/Akustik, Resonanzen bei Eigenfrequenzen. Die Eigenfre-
quenzen beim Potentialtopf sind durch Energieniveaus des co-hohen Topfes gegeben.

e Je hoher F ist, desto breiter sind die Resonanzen.

o Je tiefer V(z) ist, desto schirfer sind die Resonanzen.

e In der Nihe von Ex kann man schreiben: |S(E)|? = __Gr (Lorentz-Kurve/Breit-Wigner)

(E—ER)*+(5)?
i

|
1

* BalERY
e i
- ! .
i i 1?,-; - - ..r_E_ir__
' i i J i

e Schickt man ein Wellenpaket (mit k-Werten um k = /2mEg/h? zentriert) auf den Potentialtopf,

erfiahrt die transmitierte Welle eine Verzogerung von At =~ 2%
(S L R

—

et A _=. - __T
o lejr ,
'

|
|
[ I R U I ' ) ! l B T S

o

Bsp: Anregung eines Bleiatoms:
o — Pb206 _, PwaLPbQOG +a

S e o e T = ey

[ |

e
gl A1 ]

] | Y/ _ﬁf_?g_
N A

R ndRREENE

T = ¢ Breite gibt Zerfallszeit der Resonanz an!
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4 Weitere Elemente Der Quantentheorie

4.1 Unscharfe-Relation

Bislang:
Ap Ax > —
T =9

Allgemein: Seien H; und Hy zwei hermitesche Operatoren und ¥ ein beliebiger quantenmechanischer
Zustand, dann gilt:

1
AH{AHy > §| < [H],HQ] > |

wobei < Hy >= (U, H, V) und (AH,)? =< H,— < H; >)? >

Bsp: Ort und Impuls: [p,, 7 :%mitﬁx:?d%
= | <[P, @] > [ = (¥, 50)| = |5 (¥, 9) |
——
1
1.h &
= A, AT > —|-| ==
AT 2 5171 =5

Beweis der allgemeinen Unschirfe:
Benétigt: Schwarz’sche Ungleichung: ¢, Wellenfunktionen. Dann gilt |(¢, )| < (¢, ¢) - (1, )
Beweis der Schwarz’schen Ungleichung:
¢ = 0 ist trivial
¢ # 0: Schreibe ¥ = z¢ + y mit z = % (x,9) =0, d.h. xLo
— (¥, ) = (Z¢+X,Z¢+x)—22 20, 0) +27(d x) + 20, 0) + (6 X)
(w V) > 226, ¢) = LG (6, )
b (¥,9)(6,6) = |(¢,9)[?

Def. ﬁl = H,— < H; > und ﬁg = Hy— < Hy >

Schwarz: (ﬁl\lf ﬁlq/)(ﬁg\lj ﬁg ) Z |(ﬁ1\1’,ﬁ2\p)|2

(W, H?W)(¥,HEW )> (U H,Hy W )I2

Schreibe HyHy = 3 {H;,Ha} + 3 [H;,Ho)]

{Hl,HQ} ist hermitisch: (H1H2+H2H1)T —HI A+ HI A =H,H, +H, H, = {H1H2}
[H,Hy) ist antihermitisch: (HyHy—HoH, )t =HIH{ —HIH) =H,H, —H, Hy, = —[H,H,]

Hermitische Operatoren haben reele Mittelwerte: (U, HU)* = ([ d®zU*(Z)(HU(Z))* = [ dPz(HY(Z))* ¥ (Z) =
(HU,T) = (U, HT) € R

Antihermitische Operatoren haben imaginire Mittelwerte: (U, A¥)* = (A¥, V) = (¥, ATV) = — (¥, AV)
rein imaginér.

Damit (W,HHaW)[? = |3(W, {Hy,Ho } W) + 5 (¥, [H Ho]W)|* = 3[(V, {HiHo}W|* + 3 |(W, [Hy, HoW)|?

Damit gilt:

also

= (AHy)* - (AH,y)* >
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4 Weitere Elemente Der Quantentheorie

Bemerkung: Energie-Zeit-Unschérfe: Zeit entspricht keinem Operator in der nichtrel. Quantenmechanik
(t= Parameter). Dennoch gilt im Allgemeinen die Energie-Zeit-Unschérfe

AE-AtZ%

Bsp: Wellenpaket:

e

;ﬁ_ﬁﬁgﬁi—.— ; -
. A

Energieschwankung AE = £ Ap ~ voAp mit vy =
Zeit, die zum Durchlaufen von Ax bendtigt wird:

s L
>
8

Bsp: Breite von angeregten Zusténden:
I : b I—- —— —_* — - ———
4 ! |
-I-.l.r—ll- ghy=

1
I |
I T E—

| -

B3 &

| |. i- .--_E_;...-.--__u_.._-
§-we ||

!. .I 4

Angeregter Zustand E, Zerfallszeit 7

Ao

Breite des angeregten Zustands
AE~T ~ L
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4.2 Dirac-Notation

4.2 Dirac-Notation
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4 Weitere Elemente Der Quantentheorie

34



5 Bahndrehimpuls

5.1 Drehung

Transformation von Operatoren

Sei A¥(z) = ®(x), Schreibe U = U

Es gilt: UTU =W, bzw. U~! = UT.

— UAY(Z) = UAUT(UY(T)) = UD(F) = UAUTY(Z) = ®(7) (A transformiert Operator in #’-System
= A =UAUT

Infinitesimale Drehung um 56U ~W + %55 L~K+ %5¢kLk

— A = (Hé + %(&Zﬁkl/k)A(“é — %6¢kLk) =A+ %(M)k(LkA — ALk) =A+ %5¢k[Lk,A}

e Sei A drehinvariant (z.B. nur von r = |Z| abhéngig):
Dann A’ = A unter Drehung (|Z'| = |Z|)
= [Lk, A] =0
Ly, und A haben gemeinsame Eigenfunktionen
Bsp: H-Atom: Hamilton H drehinvarient = Energie-Eigenfunktionen sind Drehimpulseigenfunktio-
nen.

5.2 Eigenwerte des Drehimpuls

Algebraisch: Eigenwerte von Ly sind allein durch die Kommutatoren [L;, L;] = ifie;jx Ly, festgelegt. L;
konnen nicht simultan diagonalisiert werden. — Suche Eigenwertz.B. von L.

[L2,L.] = 0 = L?, L, haben gemeinsame Eigenfunktionen.

Werkzeuge fiir Herleitung;:

o Def. Ly = L, +iL,
Es gilt: (Ly)T = L+
o [L,,Li]==+hLt
o [Ly,L_]=[Ly+iLy, Ly —ilL,] = —2i[L,, L,] = 2hL.
o [[2,Ls]=0
o L L = (Ly+iLy)(Ly —iLy) = Li + Lf] —i[Lg, Ly] = Li + L32/ + AL,
o ?=12+I12+L?=L L_—hL,+ L?
=L+ L)+ L=L++L_+hLl.+L?
= [?=3(LyL_+L L)+ L2
— Suche Losungen zu L,|l,1, >=1,|l,1, > mit |I,], > Eigenzustand zu Lz mit Eigenwertl, und Eigen-
zustand zu L? mit Eigenwert, welcher von 1 abhingt.

Betrachte L, Ly|l,l, >= Ly L,|l,l, > +hL.|l,l, >= (I, £ h)(L+]|l,1, >
L.|l,1, > ist Eigenzustand zu L, mit Eigenwertl, + h

Zustand [, [, > Eigenzustand zu I_:2, EigenwertFunktion(l) zu L., Eigenwertl,

L. veréndert [, um +h — Messe Eigenwertl, in Einheiten von &, schreibe I, = hm = L, Li|l,m >=
hm+1)Lill,m >

Sei nun L2|l,m >= R2I(1+ 1)|l,m >, da 0 << [,m|L2|l,m >= h2l(l+ 1) < l,m|l,m >, d.h. 1 >0
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5 Bahndrehimpuls

L2(L|l,m >) = Lo L2|l,m >= LymL2|l,m >= Lyh2l(l + )|, m >= k2l 4+ 1)(Lx|l,m >)

= |l,m > und L|l,m > haben gleiuchen Eigenwerth2l(l + 1) von L2!

= L. verdndern nur m-Quantenzahl!

0<|| < Lell,m > ||> =< l,m|LsLy|l,m >=< 1,m|L* — L. F hl.|l,m >= (R2I(I]1) — i2m?2 F h>m) <
I,m|l,m >

= (I(J1) = m(m£1) >0 (*)
Sei < l,m|l,m >=1

= Lill,m >=h/I(l+1)—m(m+1)[l,m+1>

mit auf 1 normierten I,m +1 >

Betrachte (*);

Seim >0l(l+1)>m(m+1)=m<I

Seim < 0l(l+1) > —|m|(—=|m| —1) > |m|(jm| + 1) = |m| <

Dh. —I<m<l

Sei nun M das maximale m, M <

= Lll,m>=h/I(l+1)— MM+ 1)[l,M+1>
|I, M + 1 > darf nach Annahme nicht existieren!
= VI(l+1)-MM+1)=0=>M=1!

Analog zeigt man: minimales m = —I

Starte nun mit [I,m =1 >:
Ll >x |l —1>
L2l > L_|l,1 =1 >oc |I,1 — 2 > usw., bis [, — QZ gleich minimalem m,,;,, = —[

D.h. I — k = —I k-faches Absteigen muss zu |, —I > fithren = [ entweder ganzzahlig oder halbzahlig! m
ebenso!

Es ergibts sich also | =0, 1,2,3,: oder [ = %, %, %7 mit m=—1,—1+1,:,1

Zu jedem [ gibt es 2l 4+ 1 mogliche m-Werte

L2|l,m >= R+ D)|l,m >

L.|l,m > hm|l,m >

5.3 Drehimpulseigenfunktionen in Ortsdarstellung

Qrehimpuls in Ortsdarstellung
L="2%xV
Spérische Koordinaten:

7
T
Ll

AR e
sin 0 cos ¢ -——&—s;f - gﬂ_; -

sin 0 sin ¢ SN RN DU VR P AN N SN S N S
cosf

8
I
<
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5.3 Drehimpulseigenfunktionen in Ortsdarstellung

[ &Pz = [ drr? fl dcos@f27T dqﬁ fdrr2 [ d©2 (Raumwinkelelement [ dQ1 = 4r)
V= 67" partaw,lr + 69 r 89 + 6¢rsm¢ 3¢ (Aus E- Dyn)

\ >

d
Ly— i O

©-

1 8( 98+ 1 ai)
sin 6 96 siu 00 ' sin? 0 0¢?

= Eigenfunktionen zu L, und L2 kénnen nun als r-unabhéingig gewéhlt werden

1/~)lm(7_") =V, (0,0) - R(r), R(r) beliebig

L? = —h%(

Losungen der Eigenwertgleichungen

Lz‘lllm (9, (b) = hm\ljlm (97 (b)

L2010, (0, ) = W21 + 1)1 (6, )

heiflen Kugelflichenfunktionen: ¥y, (0, ¢) = Y, (6, ¢)

Die Y, (6, ¢) bilden eine vollst. Orthonormalbasis auf Kugeloberfliche. Es gilt:
fl dcost f02ﬂ— \Ilzkm(aa ¢)}/lm(07 d)) = 5ll’6mm‘
S0 e Yim (0, 9) Y, (0", 6') = (sin0)~16(0 — 0")3(¢ — ¢')
chhtlge Eigenschaften der Kugelflichenfunktionen:
L4 Y—lm(aa(ﬁ) :f(e)elmq5 m = _17571
o Y, _,(0,0) = (—1)"T} (0,¢) = Y reell

e Paritit: —Z,dh. 0 >7—-0,0 - p+7
T

S BT

3

f Z

1
| B
-t
e e e
Al
i
| |
| ]

| |
LA
-
4 Lds s '
B P TR -
r’{ | L e Py, (0.6) = Vi (9. ) =

geradzahlige |1 haben positive Parltat ungeradzahlige 1 haben negative Paritét

o Explizit ist:

1
Yoo(0,¢) = ——=
47
3
Yio(0,6) = 1/ = cos
™
3 +ip
Y1.41(0,¢) = F1/ ——sinfe
T
5 2
Ya0(0,¢) = (3 cos“ 0 — 1)
1
Y21 (0 o —= sin 6 cos Be'®
8
Yoo (0, ¢) = 37 sin? fe**®
T

(—1)"Yi,m(0,¢) —
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5 Bahndrehimpuls

s-, p-, d-Orbitale

s-Orbital Yy konstant

p-Orbitale: p, o z o cosf

Pe = =A(Yi1 — Yi1) ox sinfcos ¢

Py = \}—Qli(YH +Y1,_1) xsinfcos¢

d-Orbitale: d3,2_,2 o Ya0(, ¢) o (3cos? 6 — 1)
Yo1 4+ Y5, 1 o< sinfl cosfsin ¢ o< dy

Yo — Y2 1 ocsinfcosfcosg o< dy.,

Yoo + Y5 9 x sin? 6 cos 2¢ oC dy2_yy2

Yaz — Yo, 5 oc sin® 0sin 2¢ o< dyy,
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6 Zentralpotential

6.1 Kugelkoordinaten
Sei H = % +V(r)

Betrachte L2 = (% x 13)2 = 7p? — (xﬁ)Q + ih@p
Schreibe p' = hV (6T8r+697”89 +e¢mm¢a¢)

T =re, x2—7‘2 p—;r@

=>p= 2L2 n [(rar)Q =+ 7’87“}
Zudemn (rd,)2f(r) = 10,10, f = 1202f + 10, f

Damit ist die Schrédingergleichung fiir Zentralpotential in Kugelkoordinaten:

K2 EQ
—— (9 + 8) s+ V(r)

Vg + V(r)} V(@) = |- 53 ¥ (7) = EV(T)

2m

Sperarationsansatz: U(Z) = Yim (0, ¢)R(r), L2Ym, = h21(1 + 1),

2 2
= [ @+ 200me) + r) S Dy v i) | = Bvno)
— Radialgleichung [——((“)f 20,) + Vegp(r)]R(r) = ER(r)
i
Verp=V(r) + R +1) effektives Potential

2mir?

Zentrifugalterm >0(=0 fiir [=0)

6.2 Radialgleichung

Setze R(r) = Y

T

(02 + 20,)7) = 19, U(r)

T

R, R2(1+1) B
— *%8,4 + W + V(’I’) U(T) = EU(T’)

= 1D-Schrodingergleichung, allerdings r € [0, o]
e Normierbarkeit gebundener Zustéande

J&2lu@)? = [ dry TP = [ drlU(r)]? < oo
= |U(r) € > 0 (Abfallverhalten fiir r — o00)

1
o r—0: V(YD (8,0)) = LV2(U(r)Yim) + U(r)Yim v

~—~—
—47é(T)

4(7) macht Losung unmoglich bis auf Fille, in denen V (r) o< 6(7)+Rest
=U(r) xr®,n>1firr—0

2.B. U(r) = a1r + agr?® +

U(r)

— =a1 +azr+ . — keine J-Funktion
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6 Zentralpotential

= U(r) verschwindet mindestens linear bei r — 0
P
AN |

A Funyeibhind]
_l SN ‘grﬁqmltléﬁ%ﬁ ?‘F-jf

ErSEER/iNse

!_

=1 T =T

wie bei ungeraden Losungen von 1D-Problemen auf [—oo, 00|, dort: nur mind. ein gerader gebun-
dener Zustand fiir beliebig kleines V', aber nicht notwendig ein ungerader gebundener Zustand!
= eventuell kein gebundener Zustand in D=3, minimale Potentialstirke erforderlich!

e Genaueres Grenzverhalten: (z.B. fiir V(r) oc
r — 0: Zentrifugalterm dominant, da o - — vernachléssige V (r), E
5,  RA(I+1)
“om ¥t o | U =0
Allgemeine Losung:
U(r) = Arttl 4+ Br~!

Nur A # 0, B = 0 Losungen brauchbar, da U(0) =0
r — oo: V(r), Zentrifugalterm fallen ab, sind vernachlédssigbar

— —P292U(r) = EU(r)
e [2mIE]
—U(r)xe K= =

T 2mYr
(E < 0 fur gebundene Zusténde)
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7 Kopplung an elektromagnetisches Feld

7.1 Hamilton-Operator

Elektromagnetische Felder E, B werden durch Potentiale beschrieben:
. 1 .
E=-Vd—--0A
c

B=VxA
klassische Hamiltonfunktion:

2
H=— (F— -AZ,1)) +e®(Z,1)
—_——

kinetischer Impuls

ol®

Ubergang zur Quantenmechanik : 5 — 5’: by

r—7T
= Hamilton-Operator:
~ 1 h e -~
H=_—"—(=V - -AZ,1)? 4 e®(Z,t
S5V — SAF ) + ed ()
Ausmultiplizieren der Klammer
h € -~
-V — A2t
V- SAE
Mischterm: "
—e oL
—— A+ A-V)U (2t
OV A A V)

Benutze Coulomb-Eichung;:

A2 Term:

7.2 Konstantes Magnetfeld

Sei B unabhéngig von & und ¢

— A= 7%(5 X B) Ak = *%Eklmxle
1
(VxA)=—3 €ijr OjerimT1 B
~—
=€kij

Nutze €kij€klm = 6il§j7n - 5jl5im
— (V X A)z = 7%(5ij5jmaj£€le — 5j15im5'jmle)
= —3(Bi — B; 6;u0;1)

N

(7.1)

(7.2)
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7 Kopplung an elektromagnetisches Feld

—

= -Ghezx B)- BY = — £ L - BY
Term 5 (T % 5)2\1'

2 o = L o=
= 2%02 (¥?B — (¥- B)?)V¥
Sei B = Be.
—>Term e (2 + 9%+ 2?)B? — 22B%)¥

: 2mc?2 Y z ) 4 )

- e

GroBlenordnungen im H-Atom: B le. : B-L=BL, L. Voim, = hmi¥pimy

| AV >| _ ez <2’ +2>B e
|7 e > < Bhmy ~ e

2
%B ~1,1-107'°B in GauB

= [7.2] vernachléssighar gegeniiber [7.1] in Atomphysik
Bemerkung: Term trigt zum Paramagnetismus bei, zum Diamagnetismus

7.1] ° LB
] : :|2mg ~2-1071°B in GauB
Coulomb-Energie e

ap

7.3 Normaler Zeeman-Effekt

Sei ® =0, B = Be,

— 2
H-Atom: H — (p - e) —5%BL,
2m r me
—_—
Ho

HoW i, = EnWpim, mit B, = —22 B, = 13,6V
L. Ysim, = k¥, (Eigentkt. zu L)
eh

Damit HU,,, = ( E, — TB m)Vnim, €= —eo,ep: pos. Elementarladung
me

Spektrum fiir B#0
= my-Entartung aufgehoben (klar, da Magnetfeld Rotationsinvarianz bricht)

Aufspaltung fiir m fest: 267(;1’1 Bmy = hwymy mit Larmor-Frequenz w; = 572
I A B R __' S0 N R A ¥
R B - _; ZM - P N 1.
I [ et
el s A | bl
1 | bntaletet .
L R ‘ o o A
. S |[__ \ || -2
1 N 1 i

Aufspaltung €28 — 13 6eV -4 - 10798 in GauB

2me.

Bei B = 1T = 10* Gau8 ~ 5 - 10~ %eV (sehr klein)

Atom, bei dem nicht alle m;-Niveaus besetzt sind.
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7.4 FEichtransformationen

— fiir B = Be, folgt < i >=< pu > ¢, = Magnetisierung und B-Feld in gleiche Richtung “Paramagne-
tismus”

7.4 Eichtransformationen

Elektrodynamik: A — A’ = A + VA(Z,1)
d— ' =d— 19A(Z,1)
= lésst E, B invariant

-,

Dabei in Schrédinger-Gleichung: (57— £A) — (p'— %/f — %VA')
Sei W(Z,t) Losung der SChrédingergleichung mit A, d.h.

1 e -
—(p— APy (Z OU(Z,t) = iho, U (T
2m(p p; VU (2, 1) + eDU(Z, t) = ihd, U (X, 1)

Dann erfiilllt ¥ (Z) = (Z, t)e! 7A@ die Schrodingergleichung mit A’

(ﬁ,fg’/)\p/ _ (W)ei%A(f,t)+\I,(§v6i%A(a‘c‘,t))7214’\1162’%A(5c‘,t)7E(vA i a:,t)+\11(fv A = iA@Y (g
c 2 c

e®' V' = (e® — SO, AV’
IR0y = (ih0W)e'7e M@t — (£9,A) Welnc ATD

1 o
= —(— EA’)Q\II’ +ed'V = k0, T’
2m c

Physik ist invariant bygl. Umeichung A — 4, ® — &, ¥ — ¥’ da |¥’|2 = |¥|?, d.h. Aufenthaltswahr-
scheinlichkeiten unveréndert, “U(1) Eichinvarianz”
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7 Kopplung an elektromagnetisches Feld

7.5 Aharonov-Bohm-Effekt

Betrachte Elektron, welches sich in Bereich mit B=0 bewegt.

;_.;. ;
D

! | ! f & adim Rotationsfreies Feld: Moglichkeit 1 fiir Vektorpoten-
tial A=0= Wellenfunktlon U(Z)
Moglichkeit 2 A= - VA(Z ) V(%) = \I'(f) R A1)
Schreibe A(Z fﬁ VA(Z)-ds = ff Al(E) -
Damit W' (Z ) = U(D)e' "w‘] A @)d

; ' ) Wellenfkt. mit Spalt 2 zu: ¥} (¥) = \Ifl(:z?')eiﬁ Jao o X (@5

Wellentkt. mit Spalt 1 zu: U5 (Z) = \Ilg(f)ei% Jiq 2 X'
Wahrscheinlichkeitsamplitude f. beide Spalte offen:

V() = U)(Z) + U)(&) = (\111( B)eite 12 A @45 g, (7 )) eite o A'(@)-d5

/ A-d;:fﬁ-dg
1-2 C

Esist §, A-ds= [,dF -V x A= [,dF - B = &) (magnetischer Fluss)

[W'(Z)[? = [0y (F)e' e + Psin(7)|?
= Interferenzbild héingt von B in Bereich zwischen Spalten ab!
Zu @,y tragt nur Bereich mit B # 0 bei, der von Elektronen nicht durchquert wird = nichtlokaler Effekt
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7.5 Aharonov-Bohm-FEffekt

e Fiir B # 0 ist A = 0 iiberall auf Pfad 1 und 2 nicht méglich.
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7 Kopplung an elektromagnetisches Feld
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8 Spin

8.1 Stern-Gerlach-Experiment

Klassisch: Magnetisches Moment einer Stromverteilung

1 ,
=g | dF < (@)

j@) = e%&(f’ — Z(t)) (fiir Punktladung e)

= %l
-
. e . e -
= — X = —
K 2mc( p) 2mc
Quantenmechanik :
~ e -
r= 2me
Die Drehimpulseigenzusténde |, m; > haben Eigenwerte von fi, = ;scml

= 20 + 1 mogliche Messwerte fiir i
Im Magnetfeld Hz = —5° L-B= —ﬁg

2mece
(auch klassisch Vg = —ji - B Potential)
Inhomogenes Magnetfeld: V|B| = Ble,
= Kraft F = V(=Vg) = V(ji - B) =(Bei Magnetfeld in z-Richtung)= . 9B-g,
Stern-Gerlach

e U : J.f"l |

S (S I 1 5 A
.Qf@qgf}a’)f.. “ i (: y
.‘S}fbﬂ"r"'qhi . JRURS SOV S 1

A }_} S R ! - _______.(i. -

'_' ‘rw‘fé@s' T _'_c

- |.__. e

Atome erfahren Kraft || €, je nach pu,
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° Dub]ett—Struthu in Alkali-Atomen
i 1

e Speadin

B S e B R L, e

! 3 Y - |
| | <14 1
1 i

= 1926 Goudsmith und Uhlenbeck schlagen internen Drehimpuls des Elektrons mit [;,; = %h vor
_4h

= j:§ - B

Interner Drehimpuls heifit Spin Ly, = S,  line = % mit Eigenwerten von S,, mg = i%

— my

int

1

8.2 Formale Beschreibung von Spin ;

h, € Einheitsvektor

Sei S Drehimpulsoperator zu s = z

~ &~ I .
—e-Sle,£>= :|:§|6,:|: >

d.h. 2 Einstellungen bgzl. Achse €

Wihle € = €, (Standardwahl) — S, |+ >= +2|+ >
Schreibe:

|+ >=| 1> “Spin up”

|- >=1]> “Spin down”

e Eigenzustidnde zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal: <1 | |>= 0 und normiert: <7 | T>=<]
[I>=1
e S ist Drehimpuls — Vertauschungsrelationen
[SZ‘, Sj] = iheiijk
Sz, S+] = hSx
[S4+,S_]=2hS,

e S? hat Eigenwerte h2s(s + 1) = h?3

e Analog zu Betrachtungen fiir allgemeine I, m; findet man: S| 1>=0 (vgl. Ly|l,m; =+l >=0)

S| 1=0
S4| |>= A| 1> Spin-flip down—up
S_|1>=h||>

e | 7>,| |> spannen 2-dim-Raum auf

Schreibe | 1>= ( (1) ) | |>= < (1) )

S| 1>=511>,8.| |>=-4| |>
w13 4) 5 (3)-2(2)
son(h b)) sV
_>SL=§<? (1)> Syzg(? oi)
Kurz %5’

01 (0 =i (1 0
10 Y=\ o 2=\ 0 -1

(Vektorpfeil “lebt” im Ortsraum, 2 x 2-Struktur im Spinraum)

q
8
IS
7 N Wy
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8.3 Allgemeine Spinzustidnde und Spinoren

Eigenschaften der Pauli-Matrizen o;

 Jors i = x,y, z hermetisch
e 0= 05 =02=1

® [O’i,O'j] = 2i€ijk0k'
Dabei auch o;0; = i€;r0n

[ ] {cri,crj} = O'iO'j +O'j0'i = 2623

®0,-0y-0,=1-1

Gelten allgemein, auch fiir andere Wahl von €

8.3 Aligemeine Spinzustiande und Spinoren

Allgemein: Spinzustand ist Superposition |x >= a4| 1> +a_| [>,ax € C
Normierung < x|x >= |a4|> + Ja_|* =1

“Spinorenschreibweise”: | 1>= ( (1) ) | |>= ( (1) )

Q.

[x >= = x “2er-Spinor”, auch x = a4 x1 +a—_x|

Im Spinraum gilt die Vollstéandigkeitsrelation: | T><T [+ | [><] | =1
bzw. xixT +xix] =1

8.4 Magnetischer Moment des Spins

Bei Bahnbewegung [igann = ﬁ.ﬁgahn
Spin héngt nicht mit Bahnbewegung des Elektrons (punktférmig) zusammen, schreibe

e —
i = g——>5 mit g aus Experiment
2me

2

Experimentell: g=2 (erklérbar durch Dirac-Theorie), genauer g = 2(1 + & — 0,3%; + O(a?))

w2
Feinstrukturkonstante)
Kopplung von Elektron an B-Feld:

)

—

B~ _ﬁ . é = _(/jBahn + ﬁSpin)B

(L+2S)~§:%(E+2§)-§

8.5 Spin- und Bahnzustande

S kommutiert mit Z, P, [_:, USW.
Einfachster Ansatz fiir Gesamtzustand des Elektrons

|U >= |¥ >gahn |X >spin “Produktzustand”
bzw. Wellenfunktion

(<1 <Z)|¥ >=¥(F)ay =V, () “7T-Komponente”
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8 Spin

Allgemeiner
W > / (0 @)z > | 1> +0_ @)z > | |>)
<U = [ @@ <o <1+ V@ <l | <)
Gesamthilbertraum H = Hpahn ® Hgpin = L*(R?) ® C?

—— ~~
quadratintegrable Fkt ~ Linearkombination von [T>,]1>

(U@
~v=( 5 )
Norm: < U|¥ > = [dPzd3a’ (Vi (Z)V4(T) < T|T><T | 1> +V(T)0_(D) <T|T><T | |>+..8.1)
= [ Pa(|V (@) + [P (D)°) =1 (8.2)

Operatoren: 0= 5Bahn ® ;Spin +lBahn ® 6Spin (einfachster Fall)

Teil a Teil b
o7 W oo 5
Bsp: H=—+V(Z)+~—(L+2S)-B
2m h N——

Teil b

Teil a
Spin-Bahn- Wechselwirkung
“relativistische Korrektur”, ableitbar aus relativistischer Quantenmechanik (Dirac-Gleichung)

“klassisches Argument”: Betrachte Elektron, welches sich um Kern bewegt T  —
2 — —=
V(@) =-2-=ed(f) > E=-Vd=-22¢
Fiithre Lorentz-Tranformation in Ruhesystem des e~ aus:
= ~ T 1, Z£0
Erab — Bpahn = —— X Epap = ——px —=—@
c me r or
—Hyw  =—25B (8:3)
=5 (Fx E) 8.4
— J(7 190%
_msczs(xxp;ir 5
L
HSpin-Bahn = mzecz § . E%@% (86)

o Vorfakter —5— ist um Faktor 2 zu grofl im Vergleich mit Experiment und Dirac-Theorie. Richtig
ist

~ -100
e g plod
2m?2c? r Or

(Faktor 2 kann auch aus Thomas-Priizession hergeleitet werden)

HSpin—Bahn =
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8.5 Spin- und Bahnzustédnde

e Spin-Bahn-Kopplung fithrt zu Anderungen im Atomaren Spektrum, Gréfenordnung o Ry (a® =
so005): “Feinstruktur”

. . 2.2 4
Aglderer Beitrag zur Feinstruktur aus E = /m?c* + p?c? ~ mc*(1 4+ 255 + O(h=) ~ mc® +
3— + Korrektur
—_—

—a?

S L= SgLy + SyLy + S, L. kommutiert nicht mit L, L, oder L,!
[ﬁSpinBahna E] 7& 0

keine gemeinsame Eigenbasis von H und L,!
H_:}miltog—(zperato_? ist nur noch invariant unter gleichzeitigen Drehungen von Bahn- und Spinraum
(L — RL,S — RS)
Neuer “guter” Drehimpuls, der mit H kommutiert: Gesamtdrehimpuls
J=L+S (B=0)
—J2=(L+S8)?2=L[*+S5>+2L-S§

- HSpinBahn xL-Sx j'2 —L? - 52

J? ist rotationsinvariant bei simulatenen Drehungen von Lund §

[ﬁSpinBahna ﬁ] =0

Zudem ist [Hspingann, J-] = 0, da J, = L. + S., [, J*] = 0, [L., L] = 0 und [s., 5] = 0
Folgt aus: J2 = (L+85)2 = [24+ 5824+ L, S_ + L_S, + 2L. S, = Klassifiziere Atomspektrum nach

2L-§
Eigenwerten von J2 und J.!
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8 Spin
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9 Drehimpulsaddition

Betrachte Summe von Drehimpulsen <]_;[,<]_; mit [Jia, Jjo| = theijpdea o = 1,2 und [Jia, Jj8] =

0 ,a#p
J = Ji + Jy ist Drehimpuls, [J;, J;] = ihe;jiJi = J? hat Eigenwerte 2j(j + 1),7 > 0!

9.1 2 Spin 2

2

J1=51,J2=5
Basis von Spin 1: | 1>1,] | >
Basis von Spin 2: | 1>9,] |>2
Produktzustinde im Raum, der von
[T1>= [ 151 [ 132, L>=| 1>1 | 12,1 T1>= 151 | 1>2,] 11>=] 1>1 | 1>2
aufgespannt wird. H = H(;) ® Hf) = ®H;
2 2

Cjesarrl‘gspin_s = 5'_1 + S, B B
S? =52 +52+4+259=574+S53+5:15_2+5-15S+2+25.15.2

S_| =0
Syl I>=n| 1>
S_|1>=h| |>

Betrachte | 11>:

S?| 11>= S| 11> +S3| 11> +54,15- 2 11> +8/1S 2| T1> 425,15, o 11>
=R23 11> %3 11> 40+ 0+ 2(+5)%| 11>

=r(G i)l 11>

=ms(s+ 1) 11>,s=1

= | 17> ist Eigenzustand zum Eigenwert h?s(s + 1) = h?2, Gesamtspin s = 1!
Sa 11>= (Sa1 + Sa2)| 11>= (5 + 5)[ 11>=h| 11>

= | 11> Eigenzustand zu S, mit Eigenwert i

= M>=5=1,5,=4+1>=1,1>

Konstruiere 1,0 >= %ﬂ 1>+ 11>)

[1,—1 > aus S_|1,0 > (S_1 + S_2)(| 11> +| [T>) < | lI>=1]1,-1 >

H.: ® H: ist 4-dimensional, |1,+1 > und |1,0 > zu s = 1 spannen 3-dimensionalen Unterraum auf. 4.
Dimension?

[4> L[ 17>, 11>, (| 11>+ 11>)/V2

Behauptung. [4 >= %ﬂ 11> =1 11>)

<4 11>= H(<IT 11> = <11]11>) =0

<AL H ) /V2=<tL [ 11>+ <t 1> = <1 [ 11> = <1 11>=0

4. Zustand (] 11> —| |1>)/v/2 hat 52 Eigenwerts = 0, Eigenwert zu S, ist 0
10,0 >= &(I 11> | 11>)
HY 9 HY = He_g @ Hoey
3 3 —— N
dim=1 dim=3
Bemerkung: | 11>=| 1> ®| 1> Produktzustand:
%ﬂ 11> %] [1>) “verschrinkter” (entangled) Zustand = kein Produktzustand
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9 Drehimpulsaddition

9.2 Aligemeiner Fall

Betrachte: J = Ji +Jo  j1>jo  mi=—ji,...,+ji
Produktbasis |j1, m1 > ®|j2, ma > spannt (251 + 1) - (2j2 + 1)-dimensionalen Raum auf.

Ubergang auf Gesamtdrehimpulsbasis:
jl ) j2 ) ] ) m >
| ~~ ~~ ~~ ~

Eigenwert von ff§E2 Eigenwertvon ffég? Eigenwert von J2 Eigenwertvon .J;

e mogliche Werte fiir j,m?

e Clebsch-Gordon-Koeffizienten?

|j17j27j7m >= Ejl,jg,ml,mzc(j17j27mlam2>ja m)‘jlaml > ®|j27m2 >
o Maximales Mpaz = M1, maz + M2 maz = J1 + j2 = Maximales j = j; + j2
e Durch Anwenden von J_ = J; _ 4+ Jo _ — Zustand mit j,m = j; +jo — 1

® = [j1,J2, J1 + Jo, J1 + J2 >= |1, 51 > ®|j2, j2 >
Anwenden des Absteigeoperatores:
g1, J2, 1+ G2, v+ J2 — 1 >= N([j1, h — 1> ®|j2, j2 > +[j1, 1 > @2, ja — 1>
Wiederholtes Anwenden von J_ = (2(j1+j2)+1) Zustéinde mit j = j1+j2,m = —(J1+352),-- ., (J1+
J2)

Weitere Zusténde: Bilde Komplement |K > auf |j1, j2,71 + J2,J1 +Jj2 — 1 >

|K >= N'(|j1,51 — 1 > ®|ja, j2 > —j1,51 > ®lj2,j2 — 1 >)

(< j7m|jlvm/ >= 5jj/5mm’)

Es ist J.|K >= h(j1 +j2 — 1)| K >

Eigenwert von J2 muss A(ji + j2 — 1)(j1 + j2) sein, d.h. J2|K >=h2j(j + 1)|K > mit j = j1 + jo — 1 —
Wende J_ auf |K > an — (2(j1 + j2 — 1) + 1) Zusténde mit j = j1 +jo — 1

Niedrigere Werte von j aus Komplementbildung zu Zustdnden mit m = 51 +jo —2 — j = j1 + j2 — 2
usw.

e Nun gilt

SR (25 41) = (251 + 1)(2j2 + 1)

Gesamtdimension

Zerlegung @;1Tj2_]2‘ H; =H; ® Hj,

Beispiel: j1 = 1,52 =1

Méogliche j-Werte: 2,1,0 (5, 3, 1 m-Werte)
2 o(2j+1)=1+3+5=3-3

Beispiel: jl—ljg 7—>‘7—70der]—7

B[00 | o

3

Il
—

N [—=

m-Werte: = { °

=

Zuriick zu Spin-Bahn-Wechselwirkung:

Zum Beispiel j; =1 =1 (p-Zustand), jo = s = %
‘1 1 3 i3 3
i z g } Quadruplett mit j = 3

21, ;, ;,il > Duplett

(Elektronenzustand)

j:

N\H N

j:

(PP ) B =g 2O

N | =

ﬁSpin—Bahn = ﬁ(?“)
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9.2 Allgemeiner Fall

Erwartungswert in Zustéinden mit j = % bzw. %:
< ﬁSpin—Bahn > =< B(r) >1adiale Wellentkt *3h2(j(j +1) =1 + 1) — s(s + 1)) (9.1)
=< B(r) >raai Jin? ! fir It =8 9.2
= radiale Wellenfkt }2 ( —1-1 ur j 7 _ i _ i ( . )
= 272
= Aufspaltung der p-Zusténde
4-fach 3
%( o-fach j _ ; 1 O(a?)Feinstrukturaufspaltung
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9 Drehimpulsaddition
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10 Naherungsmethoden fiir stationdre

Zustande

10.1 Zeitunabhdngige St6rungstheorie (Rayleigh-Schrédinger)

~~ =

ungestortes Problem Storung
typischerweise [Ho, Hy] # 0
ﬁ0|n0 >= Fy|n® > sei gelost
Die Stérung sei klein, z.B. externe Felder, Wechselwirkung
Gesucht: |n >, B, mit Hin = E,|n >
— Ansatz: E, = EY) + AESY + X2E( +
und: [n >= [n(® > $A\In® > $A2p? > +
Bem:

e Konvergieren diese Entwicklungen nach Potenzen von A7

e Falls E,, nicht analytisch in A ist, konvergiert die Storungsreihe evtl. gegen ein falsches Ergebnis

(zB. E, x e~ con;t.-x)
e Was bedeutet “kleine Stérung”
Setze Anstétze fir E, und |n > in ﬁ|n >= Ep|n > ein:

(Ho + AH1)(|n® > +Ant > 42202 > +..) = (BQ + AEW + N2ZE®)(|n® > +X\|n' > +A%n? > + ..

Koeflizientenvergleich:

O(\Y) : Holn® >= E|n0 >

O\Y) : Holn! > +H;[n® >= EVnt > +EV |00 >

O(\2): Holn? > +Hi|n' = EQ |n? > +EV |n' > +EX |n0 >

)

Normiere jetzt [n > mit < nln >=1 =< n%n >=< nn’ > +X < nfn! > +X2 <nn? > +... =

1=<n’nt>=0,i=1,2,...

Multipliziere O(A) von links mit < n°|:

— < n®Holn" >+ < n®|Hy|n® >= E” < %= + EY < n%|n® >
[ — ——

:E£0)<n°\n1> =1

= B =< nO|Hy|n® >
Energiekorrektur zu ET(LO) E, = E( )b A< n®|Hyn® > +. ..

Korrektur [n! >?

— |nt >= > mstn C|m® > mit ¢, =< mOnt >

Multipliziere O(A!) mit < mY:

<mP| Holn' >+ < m°|Hy|n® >= EY < mPnt > +EV < m°n® >
| — ~—_——

Ey(,?) Cm Cm =0

Cm,( Er(LO) - Ey(rg)) =< mO\H1|nO >
Annahme: Nicht-entarteter Fall: E,(LO) #+ Effl) ) fiir n #m
<m°|Hy|n">

— C =
" BY-ER

<m%Hyn® >
— n! >= %: 7(LO) E(O) |m” >
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10 Niherungsmethoden fiir stationére Zustédnde

Zustandskorrektur 1. Ordnung, vor allem energetisch benachrbarte Zustéinde tragen bei, falls < m®|H;|n® >#
0

Energiekorrektur 2. Ordnung:
Multipliziere O(A?) mit < n”|
< n°Ho|n? > + < n°|Hy|n! >= EY < n%n? > +EY < n%nt > +E? < n°n® >

(2 __ .0 1w_ |<n®|H;|m®>|?
By’ =<n’[Hi|n" >=3_ , FOR

Bem:

e Sei |n0 > Grundzustand von Hy = E,(LO) < Eﬁg), Nenner {0
2. Ordnung Energiekorrektur zu Grundzustand immer negativ!

e Energetisch benachbarte Zustéinde machen grofie Korrektur

2 Zustiande E§0)7 E,(y(l) ) benachbart, andere Zustédnde energetisch separiert
EY <o fir B < EQ

E >0

Niveauabstoffung (level repulsion) Entartungsfall E
Seien |n§ >,|nY > ...|n%; > entartet, d.h. Ho|n) >=¢[n? > i =1..N

— Diagonalisiere H; im Unterraum der entarteten Zustéinde. Suche Zustinde n? > o = 1..N mit
Inf >= vazl <nfnd > |ng > und < n|Hi|nf >= E&l)éaﬁ

O~ g

D.h. schreibe Matrix H;; =< n{|Hi|n) >

Suche Eigenvektoren (U;,) und Eigenwerte (E,) von H;;:

= Ujn =< nd|nY > (Unitire Matrix mit Eigenvektoren in Spalten)
nd >=3",Uja|n? >

10.1.1 Stark-Effekt

T
. |
: H-Atom im elektrischen Feld ‘I 1 |

E = Fe, ~VO=E ®=-Fz
H, =V (%) = e®(Z¥) = —eEz

d
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10.1 Zeitunabhéngige Stérungstheorie (Rayleigh-Schrédinger)

i |
' S W= =y
T/
[ I
AT
LT |
LD ey A s
A .\.._____;/ﬁ_! ' 4
4 i
¥ 3 l
o4 |
i

: | 5 Elektronen kénnen durch Potentialbarriere tunneln
— stationdre Zusténde erhalten endliche Lebensdauer Effekt ist fiir niedrige Zusténde zu schwach, Ener-
gieniveaus verschieben etwas

Storung Hy = —eFEz

|n® > Zustinde: Quantenzahlen n=1,2,... [=0,...,n—1 m=—1...,+l
n® >=In,l,m > Wi (8) = Vi (0, @) R (1)
Ungestorte Energien: Ey(lo) = —%

1. Ordnung: Grundzustand:

E,(1) =< 1,0,0[H1[1,0,0 >= —eE [ d®z VU5, (Z)2V100(Z) = —€E [ d*z2|V100(Z)|? = 0, da z antisym.
|¥|? symmetrisch

In! > Zustandskorrektur:

11,0,00 >= 32, 4y g S2LIAL R a0 >
” Eioo—Enim

Welche Zusténde tragen zur Summe bei?

n = 2,1 = 0 — spiherisch-sym. ¥sn9 —< 200/H1]|100 >=0

n=21=1,m=0— Uy x Yio(h,¢) x cos = £ —< 210|2[100 >ox [ d*z(2R3,(r))zR10(r) > 0
= |210 > wird beigemischt zu [100 >, mit ngeativem Vorfaktor

|21 + 1 >: Matrixleement verschwindet wegen Antisymmetrie!

|100 >= N(|100° > —A[210° >)

Diagonalisiere < m°|H;|n® > im entarteten Unterraum, aufgespant durch |200 >, 210 >, 211 >,[21—1 >
Es gilt mit H; = —eEz

< 200|H1|210 >= 3apeE, da < Z|210 > z*exp. Abfall

< 200|H1‘200 >=0, da fd3$|\11200(f)|22’ =0

< 200[Hy[21 +1 >=< 210|Hy|21 £ 1 >=0

< 210H,[210 >< 21 £ 1|H}|21 £ 1 >=0

0 3ageE 0 0
. . 3apel 0 0 0 0 3agelF . .
Matrix < ng|Hy|ng >= 0 0 0 0 ( 3apeE ) hat Eigenwert+3apeF, Ei-
0 0 0 0

« 1 1 1 1
genzustinde 7 < 1 sl 4

Neue Basis: |2+ >= —5(]200 > +[210 >) = EM) = —3ape|E
2= >= 5(|200 > ~[210 >) = EW = +3agle|E

1211 >— EM =0
21 -1>— EM =0

RN B T

_ ’//_ LT R bE> ‘4 f%@!ﬁi

B AER TS A4 [+ 2 '_-_:]L___.-__ _ {‘

/ % K -

PN ANEEE |

P Na.e 7 | — S

/(}‘1 i'lll ! {5 e I - :__‘
; ; —— —— linearer Starkeffekt
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10 Niherungsmethoden fiir stationére Zustédnde

10.1.2 Bsp: Relativistische Korrekturen

1. Spin-Bahn-Kopllung Hgpin—Bahn =
— klassifiziere Spektrum nach j =1+ %

AESpin—Bahn _ 1 ( _ll_ ) ) ZeQ < T% >n,l

n,j:l:l:% — 2m?2c?

T (G &V (0)LS

4
p

2. Relativistische Energie E = v/p2c? + m2ct = mc? + % — gzt
p* kann mit gebundenen Zustinden nicht diagonalisiert werden — Stérungstheorie!
3. Darwin-Term Hpgrwin = &z’izczsz(r) = T;Z;Z:; 5(Z)
— Storungstheorie!
Gesamtaufspaltung von 1,2,3 in 1. Ordnung: Er(ll,;i%’l = ERy%% % — j;%} — O(a? ~

strukturaufspaltung” ~ 5-10~%eV

:A"'
VAR
L

A

\PEURRRD A B N

2B, T W I

10.2 Variationsprinzip

ﬁ|n>:En|n> mit Fg < F1 < Fy < ...
(Energien nicht entartet)
Sei |¥ > beliebiger Zustand.

_1
20000

) “Fein-

<VYUHY >=% < VUn><nHY>=) <VUn>E, <n¥>>FE) <V¥n><n|¥>=EF <

v >
= <VU|H|¥>

<U[T> > Eo

Dies erméglicht, Grundzustandsenergie von oben anzundhern: Suche |¥ >, welches E(|¥ >) minimiert.
Bsp: Mache |¥ > von Parameter(n) abhéingig, minimiere F(]¥ >) bezgl. Parameter Fehler? Schreibe

U >= |0 > +| e>
~— ~~
exakter Grundzustand Fehler

Fehler ist O(e = /< €e|e >)

<U|H|T>
US>

— Eo = 00>+ <€e]0>+<0[e>+<0]e>F<ele>

<O|H|[0>+<e|H|0>+<O0|H|e>+<e|H|e> E,

Da |0 > Eigenzustand von H zu nichtentarteten EigenwertFy ist, gilt < /0 >=0

<V|H|v> Y - Eo+<e|H|e> _E
<U|U> — <0[0>+<e[e> 0
~ Eq + <e|H|e>
T <0[0>+<ele> <0]0>

10.2.1 Bsp: Heliumartige Atome

z.B. He: 2 Elektronen mit Koordinaten ¥, ¥

AL B 2822
2m - 2m x| |zl

AbstoBlung zwischen Elektronen

— By~ Eo(1— < €le >)+ < €|H|e > —Ey ~< €|H|e > —Ey < €|e >— O(e?)

Ohne e-e-Wechselwirkung Grundzustand hat beide e~ in 1s-Orbital (Pauli-Prinzip erfordert ein e~ mit

Spin up, eins mit Spin down)
6>= [100> [100> (11> | 11>)
—— =

Elektron 1 Elektron 2
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10.2 Variationsprinzip

Grundzustand — _2ERyZ2 = 108, eV (fur Z:2)
Mit Wechselwirkung;:

e Abstoflung zwischen Elektronen erhoht Grundzustandsenergie
e Zweites Elektron sieht durch erstes Elektron abgeschirmte Kernladung (und umgekehrt)

Ersetze in Wellenfunktion: oc e—Zr/ap = e#*7/%8 (Z* effektive Kernladung)
Bestimme Z* durch Energieminimierung:

(62 >= (1100 > 7. [100 >7.) - Z=(| 11> —| 11>)

EZx =7, < U|H|V >z,= -2 E(Z*) =0

— E(Z*) = —2ERpy(—Z ¥* 4227 x -3 Z%)

Minimum: Z* = Z — 3 = 2—2

16~ 1
Damit ist E(Zx = 2L, Z = 2) = 77,46V experimentell: E = 78,9¢V
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10 Niherungsmethoden fiir stationére Zustédnde
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11 Zeitabhangige Storungstheorie

11.1 Zeitentwicklungsbilder
11.1.1 Schrédinger-Bild

Zustand |V > bei t = 0. Die Zeitentwicklung wird beschrieben durch Schrédingergleichung:
iho | W, t >= H|U,t >

|W, ¢ > geht fiir ¢ > 0 aus |¥ > hervor.

Formal:| ¥, t >= e HHt/R |¥,0 >
——

Zeitentwicklungsoperator

Bsp: |¥ > Eigenzustand von H: H|Y >= E,|¥ >

(oo} . o0 .
. 1 iHt 1 iBat ;
—iHt/h n nv\n —iEnt/h
e & >= ngzo n!( - )T >= ngzo n!( o ' >=e

e Zustinde/Wellenzustinde zeitabhingig
e Operatoren zeitunabhéngig
< A(t) >=< U, t|A|U,t >=< ¥, 0] H/" AT/ @ 0 >
~—

Apg

11.1.2 Heisenberg-Bild
Sei A Operator im Schrodingerbild. Der Operator Ay im Heisenbergbild ist definiert als

AH(t) — eth/ﬁ,A<t)e—th/h

A(t) evtl. mit externer Zeitabhéingigkeit

i

%AH(t) — eth/hatA(t)efth/h + ’%H(eth/hA(t)eth/h) _ (eth/hA(t)efth/h) hH
d 7 0Ay . .
= %AH(t) = £[H, A ()] + e Heisenberg-Bild
Az, p,...) — eV, Az, p, ...)e /"
z.B. A=acos(wt)r? 9 A = —aw cos(wt)z?

et/ M ype—iHt/hillt/hyo—ilt/h — 4 (t)zm(t)

Zustand im Heisenberg-Bild:
@ >p= e/ w ¢ >

9 _ i iHt/h iHt/h —i —

e Erwartungswerte und Matrixelemente sind im Schrédinger- und im Heisenberg-Bild identisch =
dquivalente Beschreibungen
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11 Zeitabhéngige Storungstheorie

Bsp: Heisenberg-Gleichung fiir harmonischen Oszillator

HHO: p’ _|_ mw2x2

%IH = [HHO,IH] zp = etHt/Mgpe—iHt/h

;txH = %HHOeZHt/h —iHYR = LeiHYMHy o, a]e H/R
dtxH(t) =

dtpH(t) = —mw?zy(=F)

Bsp: Spinprézession (Spin S im B-Feld= Be.)
(e
( ) th/h[H S } —iHt/h
(t) — h th/hZhS eszt/h( 2_32632) _ WOSy,H
ng

wo = Larmor-Frequenz

;litsy,H(t) = —woSz,H %Sz,H(t) x[S,,5.]=0

Losung;:

Sz, 1 (t) = cos(wot) Sy, 1 (0) + sin(wot) Sy, 1 (0)
Sy 1 (t) = sin(wot) Sz, 1 (0) 4 cos(wot)Sy, 1 (0)
Sy,u(t) =S, u(0)

Spin beschreibt Kreisbahnen um Achse mit Frequenz wq
Bem: Falls [H, A] = 0, so ist Ay zeitunabhingig:

AH(t) — eth/hAe—th/h —A

11.1.3 Wechselwirkuns-/Dirac-Bild

(Interaction-Picture)
Sei H = Hy + V(t) mit ungestértem Hy und Stérung V(t)
Def:
|, t >p=eHot/Pw ¢ >

A[(t) _ engt/ﬁA(t)efngt/h
Ebenfalls dquivalent zu Schrodingerbild
1 <UL A ()|, t > =< W, tle"Hot/heitlot/h go=iHot/hoiHot/h\G ¢ ~— < U t|A|U,t >

— iﬁaﬂ‘l’,t >r= V[(t>|\l/,t >r

%AI( t) = %[HO, A(t)] + 0, Af(t)

Fiir V() = 0 ist WW-Bild gleich dem Heisenberg-Bild

11.2 Stoérungsentwicklung

Sei V(t) Storung, die bei ty eingeschaltet wird: V() = 0,t < tg
Fiir t <t gilt im Schrodinger-Bild:

ihdy | W0, t >= Hy|W° t > |WO, ¢ > ist ungestorter Zustand
t > to:

ihoy |, t >= (Ho + V (1)), t > mit U, tg >= [0 t5 >

Gehe ins WW-Bild: _
|0, ¢ >;= e Hot/P|w ¢ >
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11.2 Stérungsentwicklung

ih6t|\11,t >r= V](t)|\I’,t > (111)
V](t) — eiHot/hV(t)e—iHot/h
Lose durch Integration von ty nach t¢:
t
|U, ¢ >r=|P,t0 > +/ dt'Vi(t |, ¢ > (11.2)

to
Tteriere [11.2
1 ¢ ’ ’ 1 ’ / v " / "
|\If,t >R |\I’,t0 >r -‘r% dt V](t )‘\I’,to >r +W dt dt V](t )V](t )l‘I’,to >r
to to to

bis auf Terme O(V?) (Niherung zweiter Ordnung)
Betrachte Term O(V™):

1 t t1 tn—1
Inl\I’,to >r1= W/ dtl/ dtg.../ dth[(tl)V[(tQ)...VI(tn)|\II7tO >r
to to

to
Zeitordnung ¢t >t > to > ... > t, > ty Schreibe

1 1 t t t
I, = ——7-T dt dts ... dt, Vi(t ta)... tn
ol ) (/to 1/:50 2 /to Vi(t)Vi(tz) ... Vi(tn))

T ordnet zusitzlich V7 nach Zeit: T'(Vr(¢1)Vr(te) = Vi(t2)Vi(t1),t1 < t2
% korrigiert die Vergrofung des Integrationsgebietes

I L /tdt’V(t’) ’
— = — —
"ol il Jy, !

Zeitentwicklung | U, ¢ >;= T exp (% ftto dt’VI(t’)) |ty >;
= [W,to >+ [o Vi)W to >1 +5 i [y dtr [ dbsT(Vi(t)Vita))| W, to >1 + ...

S S dt [ dasT(Vi(t)Vi(ta) = 5 o diy [i1 dta(Vi(t) Vi) + § [y dty [, dts(Vi(t2)Viltr) = 2.
Ordnung Naherung

Ubergénge 1. Ordnung:

Sei |, tg >= |m, tg >= e~ Fmt/"m > mit |m > Eigenzustand von Hy

Damit ist |ty >;= e Hot/M Wty >=|m >

Setze in (Neumann-Reihe) ein:

. ot
Ut >=|m> —%/ dt'Vi(t)|m > +0(V?)

to
Wahrscheinlichkeitsamplitude in Zustand |n > bei t > ¢¢?

.t
<t Ut >=< nlm > —%/ dt' < n|Vi(#)m >
to

St

Ppn(t) = 6pm — %/ dt’ et En—Em)t' /R n|V(t")|m >
to

Ubergangswahrscheinlichkeit von m — n in Zeit ¢, n # m

1 sin® (E"_E’"t)

|Pmﬁn(t)|2 = 79 2h2
E.—En
f ( 2h ) it

nt] < n|V|m > |?

En—FE.
6( n2h m

fiir t — oo gilt:
d|Pp_n|> 2
Rate: Ty, = 9 Pon—n " =T S(Ep —Ep) | <n|VIim > |2
dt A —

Energieerhaltung

< n|final state, |m > initial state
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11 Zeitabhéngige Storungstheorie

11.3 Pulsférmige Stérung

Sei V(t) =V (O(t) —O(t — 7))
Sei n # m:
|Pm—>'n,(t)|2 _ %| fomin(t,T) dt/ei(En—Em)t’/h < n|v|m > ‘2 ~ |ei(AE)min(t,T)/h _ 1‘2 (113)

. (Sin((En—Em)mig(ﬁt‘T))
- (Bn—Emn)/2

2
) | <n|V|m > |? (11.4)
e —1]2 = |ei:”/2 — e‘i”/2\2 = [2isin(z/2)|?
Nullstellen bei AE;—FL =, d.h. bei AE = h% bzw. %
e Fiir t — 0 steigt | Py, _n|? wie 2

e Fiir t > 7 Ubergiinge vor allem zu Endzustéinden mit |AE| = |E,, — E,,| < %
= je ldnger 7 ist, desto besser ist die Energieerhaltung erfiillt.

Energie-Zeit-Unschérfe:
Typische “Verletzung” der Energieerhaltung |AE|-Dauer der Stérunga h mit Beobachtungszeit ¢t >
T |AE|-t>h

e Seit=7,7T >

1 sin? at 1 27
P, _ 2= 2 _ 2 _ 2 4S(E. —E 2
| P (1) 5 g 7t < n|Vim > | — h26(a)7rt| <n|V|m > | - to(E,—Epn,)| < n|V|im > |
Ubergangsrate
d| Py |
Fm—>n t)= ———
(t) o
2m 9
| R fé(En —En)| <n|Vim>|
Fermi‘s goldene Regel
Zerfallsraten: )
T, = %5(& — En)| <n|VIm > 2

Falls | < n|V|m > | nur von Energie abhéingig ist:
2m 9 2m 9
Ly = - dE,6(E, — En)p(Ey)| <n|VIim > |* = ?\ <n|Vim > |p(En)

p(E): Dichte der Endzusténde
p(E)dE =#Endzusténde in [E, E + dFE)|

11.4 Adiabatisches Einschalten

Gegeben ist folgendes Storpotential:

V(t)=Ver
n >0, fiir £ — oo geht n — oo
Ubergangswahrscheinlichkeit:
= [P (@ = 5| [2 o dt'e! BB <l Vim > e)2
i(En—Em)t/h nt
=|<nlVim> Pl g —F i
20t
= | <nl|VIm > > g—F e (11.5)
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11.4 Adiabatisches Einschalten

Ubergangsrate:
d|Pp—nl® _ 2 2 nh 2nt
1B ey == ——— = — V . n
m—n dt il <nlVim >\ aEr e ) ¢
T5(AE)
fir n — 0:

2
Ty = %5(& — En)| < n|V|m > ?

Bsp: Storung an Potential V(x)

Ubergangsrate von |E > nach \E’ >:

o - - N
Tip =5 S(E(k) — E(K') | <K|V|k> 2

elastische Streuung f d3zei(F—F)ZV (2)=FT von V bzgl. k—k’

J=k—Fk )
z.B. V(&) = Voé(Z) — FT: V(§) = Vg, unabhingig von ¢
271' - -
= T = F0(B(k) = B(K)) - Vi

unabhiingig von &', isotrop (vgl. Born’sche Niherung in Streutheorie)

Bezug zur zeitunabhéngigen Storungstheorie:

Betrachte Zustand |¥,¢ >;— |m > fiir t — —oo Nehme adiabatische Evolution an, d.h. |¥,¢ > enthélt
groBen Anteil mit ; < W, t[m ># 0 bei spéterem t. |, >goc e~*m/" mit gestorten Energie E,, — Em
fir t — oo

|t >;= eiHOt/h|\I!,t >goc e Em=Em)t/h

Was ist E,,?
Benutze ih0; |V, t >7r= Vi (t)|V,t >

ihdy < m|U,t >~ (E,, — Ep) < m|U,t >; (11.6)
=< m|V1(t)|\Il7t >r

= <m|Vi(t)ln >< n|U,t >;
n

=<m[Vi(t)lm ><m|¥,t > + > <m|Vi(t)|n > < n|¥,t >,
n#m Term A Term B

Mit Vj(t) = ettlot/Pye=iHot/h — V/ J5sst sich umformen:

A: = e W EnmEm)t/hent <V p >

(B — < n|Vim >
B: = Pon(t) = —e!EnBdt/hep = " T~
m—n(t) = —€ By — Em — inh
Zusammengefasst:
. <n|V|m > |2
ihdy <m|U,t >=<m|Vim ><m|¥,t >+ Y %e"t <m|U,t>;
n#mEm—En-i-’L’I]h —_———
Zusatzterm~1+O (V)

Zusatzterm kann hinzugefiigt werden, da Fehler O(V?3) bereits gemacht. Benutze Gleichung teile
durch < m|¥ ¢ >; und lasse n gegen 0 gehen:

3 m|[Vin > 2 . 2
Ep = Ep+<m|Vim >+ P —im ST I <m|VIn|*6(Em — Ey) (11.7)
—_—— —
Erste Ordnung n#Em " " n#Em
Zweite Ordnung Imaginéirteil=Zerfallsrate

67



11 Zeitabhéngige Storungstheorie

Dabei wurde ausgenutzt: ﬁlw — PL —iré(x) fiir v — 0
Hauptwert P:

2 € 2
1 1 1 2
2.B.: / P>dz = lim </ fdx—k/ dx) = lim (m(e) +1n(> —1n2
1T e—0\J 1 e T e—0 1 €

2m 9
T = — %: | <n|V|m > [26(Em — En)

Schreibe

Zerfallsrate von Zustand m:
|U,t > e Lngm |<n|V|m>|?6(Em—En)t/h
| < U t[T, ¢ > 2 oc e 7 2 I<nlVIm>"6(En Bt

o e Im?

11.5 Oszillierende Stérung

Vv . .
V(t) = V cos(wt)e = 5(6“‘” + ettt

n > 0, aber klein

1 1 t : ’ ’ . ’ ’
|Pm—>n(t)|2 =< n|\I',t >; |2 _ / dt' (ei(En—Em—‘rhw)t /hent + e (Bn—Em—hw)t' [k nt ) < n|V|m > |2

w22 )
. . 2
1 ot ez(En—Em-&-hw)t/h el(En—Em—hw)t/h )
= - <n|Vim >
1 B B s e =i T BB o —iy| | < "VIm >

(“ziemlich viel weggelassen, weil es sich eh wegkiirzt:”)
bis auf oszillierende Terme o cos(2wt):

~ 162”’5\ <n|V|im > |? ! + !
4 (Bn = Ep + )2 40202~ (B, — By, — hw)? + n2h?
d|Pp_nl®> ¥ 9 2nh 2nh
Fmﬂn =—F = —|< V >
i o =V P G B v o+ o T (B — B — P 4 o

Mit 75 — mé(x) fiir e — 0 ergibt sich
2 2
mwzggﬂgﬁi[MM—m+M)+ §(Ep — B —hw) ]

E,=FE,,—hwEmission von hw E,=FE,,+hwAbsorption von hw

Bsp: WW mit Lichtfeld in quantisierter Form:
Vektorpotential: A(Z, t) ~ > /\(NlaL’/\ei“’lt + Naay ye~w2t)

B} 7— c/cA)?
V=~ A(# 1) flaus H = L=/AS
me 2m

)

ergibt auch spontane Emission.
Bsp: Kern-Spin 1 in B-Feld || €,

Hy = %stz

a1 0
s=1(p )

Spektrum:

|T>£<(1)> mitET:¥BZ
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Storung:
V= —%Bz Spe cos(wt)

11.5 Oszillierende Stérung

21
Doy =—1<l I%KBxsx\ 1> [P0(E) — By — hw) o 6(hwo — hw)
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11 Zeitabhéngige Storungstheorie
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12 Pfadintegral

Zeitentwicklung im Schroédingerbild
|\Ij7t >= U(t7t0)|‘lj7t0 >,tp <t
mit U(t,tg) = exp(—iH(t — to)/h)

Zerlege Intervall [to,t] in N Stiicke
(Skizze 12a)

=
N N
_)e—iH(t to H tj—tJ 1)/h He—iHE/h
j=1 j=1
Ortwellenfunktion:
W(E, 1) =< FU,t >=< FU(t, t0)|V, to >= /d%’ < FU(t to)|F >< |V, 10 >
Damit ist

W(E 1) = / P2 K (@1, 1) V(& to)

mit dem Propagator
K@, t, 7, t") =< Z|U (L, t") |7 >
Mit U(t,t) = H;V=1 e~ H1¢/h kann man schreiben
llK(fN, tN, (f(], t(]) =< fN|67iH€/h€7iH6/h Ce €7iHE/h|f() >
= fd3561 fdsl'N 1 < :Z"N‘eiiHE/ﬂfN_l >< fN_1|€7iH6/h|fN_1 > ... < fl|€7iH6/h‘fo >

fH d% K(Zn,tN, Zn-1,tv—1) K(ZN_1,tv_1, EN—2, tN—2) ... K (&1, t1, %o, to)

(Skizze 12b) Entspricht Integral iiber alle Pfade von #y nach Zy, welche durch Moglichkeiten fiir Stiitz-
pfade {Z;,j =1... N} definiert.
Betrachte Propagator fiir Teilstiick:

K(.’fj,tﬁfj,htj,l) =< fj|€_iH(tj_tj71)/h|fjf1 >

Einfiigen eines Impulselementes, um den Hamiltonoperator anwenden zu kénnen

L, - dp
K(zjatjvxj—latj—l)/w < @jlem Mt DG > < i, >

Entwickeln der exponentialfunktion
H(Z;,p) < Zj|p >

< e NG sm< (1 — ~He)|f >=< |5 > —

1 1
h h
_ T/ — %eﬁ(fj7@ w oiPF/h T (E; P)e/h

Damit ist

K(_’l ti T t; )N d3p 77,H(p, T) (tj—t;— 1)/h ip- (& —Fj—1/h
Tj,lj, Tj—1,l5-1)~ (271’71)3
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12 Pfadintegral

= Integral vom Typ [~ dte=iot® = \/ = nach quadratischer Ergéinzung des Exponenten (Fresnel-

Integrale).
Damit ist

3 .
. o m 2 m%iT%i—-1\2e _ . £
K(xjytj7a:j—17tj—1) = (27mh6) 67'2( < ) fe iV (x) 5

Limes € — 0 bzw. N — oo
(Skizzen 12c+d)
Definiere (d=Dimension):

. , m \P(FH)
/D[x(t)] = lgr(l) (27rihe) /dxl.../de,l

_
e—0 U

AufBlerdem gilt

Zi=%j-1
€

S o 2
m (Z;—Zj—1\ € . - -
i—= (] ! > 7= WSk (%5, t5, Tj-1,tj-1)/h
mit klassischer Wirkung

tj
Skj(jjatjafj—lytj—l)z/ dtL(Z,v,t)
ti_1

mit Lagrange-Funktion

fiir geraden Pfad von &;_; nach &,
= K(fN7 tNa ‘fOu tO) = /D[f(t)]eism(i’N’tn’fO’tO)/h

Wirkungen fiir Teilabschnitte addieren sich im Exponenten. Man erhélt S fiir Gesamtpfad (nicht unbe-
dingt gerade).
Bem:

W t) = / Bl K (74,700 1)

Normierung erfordert “Normierung” von K! Aus [d32'U(Z, )] = 1 & [dz|¥(Z,¢)]* = 1 Erlaubt
Festlegung der Vorfaktoren in [ D[Z(t)]
QM-Propagator

K(@t,7,t) = / D (t)]eiSu @43 ) /n (12.1)

e Phase iSk;/h ergibt QM-Interferenzphinomene
e Alle Pfade tragen bei: Teilchenbewegung ausgeschmiert

Frage: Wie erhiilt man die klassische Physik, in welcher nur Pfad mit extremaler Wirkung beitrégt, zuriick
im Grenzfall A — 07

Def.: Z1; aus 55(’;%[55”} =0

In Umgebung des klassischen Pfades Zy, (t) variiert Sy [Z(¢)] schwach (da Si;[Z(¢)] extremal). Phasenénde-
rung von e*** wird merklich fiir §Sk; = Syi[#(t)] — Ski[Zi(t)] & h. Fiir kleinere Abweichungen: konstruk-
tive Interferenz mit dhnlicher Phase. Fiir groBlere Abweichungen: Si;[#(¢)] nicht mehr in der Nihe von

Extremum — Sy; variiert stark, wenn Z(¢) sich &ndert = benachbarte Pfade mitteln sich heraus.
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