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Teil I

Vorbemerkungen

www.ep2.physik.uni-wuerzburg.de Übung: Dr. A. Schöll, PD Dr. C. Kumpf schoell@
kumpf@ 90 Min, Ziele: 1. aktive Verarbeitung Vorlesungssto� 2. Vertiefung / Ergänzung
Erste Übung: 24.+25.10. Übungen entfallen am 31.10.+1.11.
Übungssschein: Zulassung zur Klausur: erfolgreiche Teilnahme an den ï¾½bungen Anwesen-
heit in den ï¾½bungen (Bei verhinderung VORHERmit dem ï¾½L sprechen) 2/3 der Punkte
aus ï¾½bungen Punkte gibt es fï¾½r das Ankreuzen von bearbeiten ï¾½bungsaufgaben An-
kreuzen und nicht vorrechen => Punktabzug fï¾½r mind. 1 ï¾½bungsblatt 3 x Vorrechnen
in der ï¾½bungsgruppe Zulassung zur Klausur ist 6 Monate gï¾½ltig Klausur: voraussicht-
lich am Montag 11.2.2008, Dauer 90 Min Kriterium fï¾½r das Bestehen: 50% der max.
erreichbaren Punktzahl Nichtteilnahme ist nicht bestanden erlaubte Hilfsmittel: TR, Geo-
dreieck, Lineal, Zirkel Nachklausur: Beginn SS08 Teilnehmen darf nur, wer Klausur nicht
bestanden hat (Keine Notenverbesserung)
Zugang zur Website: Login: EPII_Student Passwort: OWTA

Teil II

Optik

1 Licht

Interferenzversuch: Einfachspalt, Halbdurchlässiger Spiegel -Abbildung auf Wand -Abbildung
des Beugungsbildes
Vorstellung der verschiedenen E�ekte im Rahmen der Optik

Geschichte der Optik

Folie!

Frage nach der Natur des Lichtes

Neuzeit: Teilchen oder Welle?
18. Jhd. Teilchentheorie (Newton)
Re�exion und Brechung erklärbar
Annahme: cGlas > cLuft
Wellentheorie (Huygens, Hooke)
Re�exion, Brechung und Beugung erklärbar
Annahme: cGlas < cLuft
1801: Interferrenz ist ein Wellenphänomen (Young)
Beugungsexperimente (Fresnel)
→ neuer Auftrieb für die Wellentheorie
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1850: Messung: cWasser < cLuft (Foucault, Drehspiegel)
→ Bestätigung der Wellentheorie
1860: Theorie der elektromagnetischen Strahlung (Maxwell)
c = 3 · 108m

s
= Lichtgeschwindigkeit

1887: experimentelle Bestätigung (Hertz)
→ viele weitere Experimente bestätigen Wellencharakter
Problem: Wellennatur beschreibt die Wechselwirkung mit Materie nicht!
z.B. Experimente zum Lichtelektrischen E�ekt (Photoe�ekt) widersprachen Wellencha-
rakter
→ nur im Teilchenbild erklärbar (1905 Einstein) ⇒ doch Teilchen
Lichtteilchen = Photonen

E = hν

h= Plancksches Wirkungsquantum
ν Frequenz
nach 1920: umfassendes Verständnis ⇒ WELLE-TEILCHEN-DUALISMUS

Lichtgeschwindigkeit

c = 299792458
m

s

(im Vakuum)
→ De�nitionswert, daraus λ = c

ν

⇒ De�nition des Meters
gilt für alle elektromagnetischen Wellen im Vakuum
( 3 · 108m

s
)

Erstes Experiment: Gallilei, 2 Berge mit Laternen ... Reaktionszeit grösser als Lichtzeit
Erste erfolgreiche Experimente:
1675 Ole Römer aus astronomischen messungen

Jupiter und Io
Verdunklung halbes Jahr später �ndet 16,6 Minuten später
42,5 h Zeit zwischen zwei Ver�nsterungen
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Durchmesser Erdumlaufbahn = 3 · 1011m⇒ 1000s⇒ 3 · 108m
s

1849 Zahnradmethode (Fizeau)
Prinzip durch Galilei → Assistent durch Spiegel ersetzt
-> Folie
zurï¾½ckgelegte Strecke 2 · s (s=Abstand Zahnrad-Spiegel)
Zeit Lï¾½cke zu Lï¾½cke T = 1

νz
ν =Rotationsfrequeny, z Anzahl der Zähne

c = 2s
T

Fizeau: 8,6 km, z=720

Drehspiegelmethode (Foucault)

genauer als Zahnradverfahren
Messung kürzerer Entfernungen möglich
->Folie
Messung der Lcihtgeschwindigkeit in Medium möglich, z.B. Wasser → cWasser > cLuft
→ Wellentheorie bestätigt!

Andere Methoden: Aus Maxwell-Gleichungen

c = 1√
ε0µ0

ε0 : Dielektrizitätskonstante (aus Kapazitätsmessung beim Kondensator)
µo: magnetische Feldkonstante (über De�nition der Stromstärkeeinehit festgelegt)

Heutige Verfahren

Laser - Resonanz

Huygenssche Prinzip

Wellenfront: Fläche, deren Punkte in gleicher Phase schwingen
Zeit t → Radius r
Zeit t+ ∆t→ Radius r + c ·∆t
Lichtstrahl: Linie senkrecht zur Wellenfront
-> Folie
Huygensches Prinzip (1678):
Jeder Punkt einer bestehenden Wellenfront ist Ausgangspunkt einer neuen kugelförmigen
Elementarwelle, die die gleiche Ausbreitungsgeschwindigkeit und Frequenz wie die ur-
spüngliche Wellenfront hat. Die Einhüllende aller Elementawellen ergibt die Wellenfront
zu einem späteren Zeitpunkt.
Problem bei Huygens: Es gibt auch zurücklaufende Wellen
Fresnel Lösung: Berücksichtigung von Intensität und Phase
→ Huygens-Fresnelsches Prinzip
zurücklaufende Welle hat *keine* Intensität

Re�exion

Licht tri�t auf Grenz�äche zwischen zwei unterschiedlichen Medien
ein Teil der Welle (Wellenenergie) wird zurückgeworfen
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dringt nicht durch diese Grenzschicht durch
→ Re�exion, Spiegelung
ein teil geht unter Änderung der Ausbreitungsrichtung in das Medium über
→ Refraktion, Brechung
Skizze2
α: Einfallswinkel
α′: Re�exionswinkel
β: Brechungswinkel
Einfallsebene: wird durch einfallenden Strahl und Ober�ächennormale ~n
Relefexionsgesetz: α = α′

Herleitung aus Huygensschem Prinzip
Skizze3
tD→B = tA→E
~DB = ~AE
→ ∆ABD = ∆ABE (kongruent) → ∠BAD = ∠ABE
Arten der Re�exion
reguläre Re�exion (spiegelnde Re�exion)
→ Re�exion an spiegelnden Ober�ächen -> rau in Längenskala der Lichtwellenlänge
di�use Re�exion (Remission, Streuung)
→ raue Ober�ächen
spiegelnde Re�exion
Skizze - Spiegel
di�use Re�exion
Skizze - Papier
di�us mit spiegelndem Anteil
Skizze - Holzplatte

Brechung

Grenz�ï¾½chene�ekt
Skizze
Ursache fï¾½r Brechung: ï¾½nderung der Ausbreitungsgeschwindigkeit
Ausbreitungsgeschwindigkeit im Medium ist charakterisiert ï¾½ber seine Brechzahl n:

n = c
cm

(
LichtgeschwindigkeitimV akuum
LichtgeschwindigkeitimMedium

)
im Allgemeinen n ≥ 1
optisch dichter> grössere Brechzahl
Frequenz ändert sich beim Übergang in Medium II nicht → Wellenlänge ändert sich
→ λ′ = cm

ν
=

c
n

ν
= λvac

n

Übergang in optisch dichteres Medium
Skizze α > β
n2 > n1 Brechung zum Lot
Übergang in optisch dünneres Medium
n1 > n2 Brechung vom Lot weg
Skizze
β > α
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Herleitung des Brechungsgesetzes aus Huygenschem Prinzip

Skizze
~EB = c1 · t in Medium 1
~AB′ = c2 · t in Medium 2
~EB = ~AB · sinα
~AB′ = ~AB · sinβ
~EB
~AB′

= c1
c2

= sinα
sinβ

= n2

n1

n1 · sinα = n2 · sinβ (1)

Brechungsgesetz von Snellius (1621)

Die planparallele Platte

Lichtstrahl tri�t schrï¾½g auf planparallele Platte
beim Eintritt in die Platte wird er zum Einfallslot hingebrochen

p =
d

cosβ
· sin(α− β)

Totalre�exion

Skizze
mit zunehmendem α wird auch β immer grö�ser
Kritischer Einfallswinkel αK : β = 90 deg
bei α > αK : keine Brechnung, ausschlieï¾½lich Re�exion zurück ins dichtere Medium →
Totalre�exion
Mit Brechungsgesetz: β = 90 deg→ sinβ = 1
sinαK = n2

n1
αK = kritscher Winkel der Totalre�exion (nur für n2 < n1)

Beispiel: Übergang Glas-Luft (nGlas ≈ 1, 5
→ αK = 42 deg
Wichtig für optische Elemente → verlustfreie Umlenkung von Licht
Prisma:
Spiegelprisma
Skizze4
Umkehrprisma
Skizze5
Diamant
n = 2, 4→ αK = 25
→ nahezu alles eintretende Licht wird totalre�ektiert → 'Funkeln'
Nutzung der Totalre�exion:
Glasfaserkabel
Folie
Reifegrad von Trauben
Abbe-Refraktometer
Skizze
Aus Wellenoptik: Endliche Eindrungwahrscheinlichkeit bei Totalre�exion ∝ e−

d
λ
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λ: Wellenlänge , d: Abstand zur Grenz�äche
frustrierte Totalre�exion

Dispersion

Dispersion ist Abhängigkeit der Brechzahl von der Wellenlänge oder Frequenz des Lichtes.
⇒ Abhängigkeit der Ausbreitungsgeschwindigkeit von λ bzw. ν.
Normale Dispersion: dn

dλ
< 0 bzw. dn

dλ
> 0

Skizze 7
Anormale Dispersion:
Skizze 8
Im Vakuum:
keine Dispersion für EM-Strahlung dn

dλ
= 0

In Glas: unterschiedliche Wellenlängen werden unterschiedlich stark gebrochen
→ Brechzahl im Glas nimmt langsam mit λ ab.
Skizze 9
Spektrale Zerlegung des einfallenden Lichtstrahls
blau wird bei normaler Dispersion stärker abgelenkt.
Experiment Prisma an Overheadlicht (dünner Spalt)
Brechzahlen einiger Substanzen für gelbes Natriumlicht (589 nm):
Substanz Brechzahl
Diamant 2,417
Quarz 1,544
Glas 1,4-1,7
Wasser 1,333
Luft 1,00024

E�ekte zur Dispersion

Regenbogenentstehung
Folie

Fermatsches Prinzip

Das Fermatsche Prinzip ist eine alternative Möglichtkeit, die Ausbreitung des Lichtes (und
andere Wellen) zu beschreiben.
Licht legt ziwschen zwei Punkten A und B jenen Weg zurück, für den es die kürzesten
Zeit benötigt.
d.h. dt

dx
= 0→ t(x) hat Extremum.

Beispiel
Re�exion:
t = SA

c1
+

SA′
c1

= 1
c1
· (
√
a2 + x2 +

√
(d− x)2 + a′2)

dt
dx

= 1
c1
· 2x

2
√
a2+x2 − 1

c1
· 2(d−x)

2
√

(d−x)2+a′2
= 0

⇒ x
SA
− d−x

SA′

sinα− sinα′ = 0
α = α′ Re�exionsgesetz
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Brechung:
t = SA

c1
+ SB

c2
= 1

c1
·
√
a2 + x2 + 1

c2
·
√

(d′ − x)2 + b2

dt
dx

= 1
c1
· 2x

2
√
a2+x2 − 1

c2
· 2(d′−x)

2
√

(d′−x)2+b2
= 0

⇒ sinα
c1
− sinβ

c2
= 0

⇒ sinα
sinβ

= c1
c2

= n2

n1
Brechungsgesetz

Polarisation

Beschreibung einer Welle

~E(z, t) = ~e0 · cos(ωt− ~k~r)
~E(z, t) = ~e0 · sin(ωt− ~k~r)
~E(z, t) = ~e0 · ei(ωt−

~k~r)

Licht ist eine transversale EM-Welle, d.h. elektrischer und magnetischer Feldvektor stehen
senkrecht zur Ausbreitungsrichtung.
~E ⊥ ~k
~B ⊥ ~k
~E ⊥ ~B

linear polarisiertes Licht

Elektrischer Feldvektor schwingt nur in einer Richtung (senkrecht zur Ausbreitungsrich-
tung) ~E = E0e

i(ωt−~k~r)

unpolarisiertes Licht

Überlagerung von polarisiertem licht mit statistischer Orientierung

zirkular polarisiertes Licht

Spitze des Feldvektors läuft auf Kreis um die Ausbreitungsrichtung (Zylindermantel →
Spirale)
links- und rechtszirkular ~E = E0(cosωt− kz, sinωt− kz) Kann aus zwei um π

2
phasen-

verschoben, senkrecht zueinander stehende linear polarisierten Wellen gleicher Amplitude
zusammengesetzt werden. ~E(z, t) = (Ex~ex + iEy~ey)e

−i(ωt−kz)

= Ex~exe
−i(ωt−kz) + Ey~eye

−i(ωt−kz)ei
π
2

Elliptisch polarisiertes Licht

Elliptisch polarisiertes Licht ist wie zirkular polarisiert, aber Umlauf auf Ellipse, d.h.
Ex 6= Ey

Erzeugung von polarisiertem Licht

Polarisation durch Absorption
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� Bestimmte Kristalle (dichromatisch, dichroitisch) lassen entlang bestimmter Kris-
tallrichtungen nur Licht einer bestimmten Plarisation durch andere Polarisations-
richtung werden absorbiert.

� Folien aus langkettigen Molekülen (Kohlenwassersto�e mit bestimmter Ausrichtung)
absorbieren parallel zur Kette

De�nition Polarisationsachse: Richtung des elektrischen Feldvektors, für den das Licht
durchgelassen wird.

Gesetz von Malus: J = J0 · cos2 θ

Polarisation durch Re�exion Re�exion von unpolarisiertem Licht an Grenz�äche →
re�ektiertes Licht ist teilweise polarisiert

� hängt von Einfallsrichtung und von den Brechzahlen ab

Sonderfall: Polarisationswinkel αp: re�ektierter und gebrochener Strahl stehen senkrecht
zueinander

� re�ektierter Strahl ist vollständig s-polarisiert

� gebrochener Strahl ist teilweise p-polarisiert

Snellius: α = αp; β = 90 deg−αp
n1 sinαp = n2 sin(90 deg−αp)
↔ n1 sinαp = n2 cos(αp)
↔ tanαp = n2

n1

αp : Brewster-Winkel
Beispiel: Luft/Glas:αp = 56 deg

� elektrischer Feldvektor liegt in Einfallsbene (p-polarisiert)

� Schwingungen im Glas parallel zu ~E (gebrochener Strahl)

→ keine Abstrahlung in Richtung des re�ektierten Strahls (⊥ gebrochener→ Dipolstrah-
lung)
f) Polarisation durch Streuung
Streuung: Absorption und Wiederabstrahlung
Vorstellung: Molekül ist Dipolantenne → Abstrahlung senkrecht zur Antennenachse (Di-
polachse)
Unpolarisiertes Licht tri�t auf Streuzentrum (Ausbreitung in z-Richtung)

� das elektrische Feld des unpolarisierten Lichtstrahls hat x- und y-Komponenten

� Streuzentrum wird zu Schwingungen in x- und y-Richtung angeregt.

� Schwingungen in x-Richtung → Abstrahlung in y- und z-Richtung

� → Linear polarisiert in x-Richtung

� Schwingungen in y-Richtung → Abstrahlung in x- und z-Richtung

� → Linear polarisiert in y-Richtung
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H
Negative Kristalle Positive Kristalle

cao ≥ c0 cao ≤ c0

nao ≤ n0 nao ≥ n0

Doppelbrechung

a)

� optisch isotropes Medium
Lichtgeschwindigkeit ist in alle Raumrichtungen identisch.

� optisch anisotropes Medium (=doppelbrechende Medien)

Beim Eintritt eines Lichtstrahls in ein anisotropes Medium spaltet er in zwei Anteile auf.
Beide Anteile sind senkrecht zueinander linear polarisiert. Ein Teil breitet sich isotrop
aus ( ~E⊥ optische Achse) → ordentlicher Strahl (o-Strahl) Der andere Anteil breitet sich
anisotrop aus
→ auÃ�erordentlicher Strahl (ao-Strahl) ⇒ Wellenfronten sind Rotationsellipsoide
Optische Achse (Kristallographische Hauptachse): Richtung, in der o- und ao-Strahl glei-
che Geschwindigkeiten haben.
Hauptschnitt : Ebene, die durch einfallenden Strahl und optische Achse aufgespannt wird.
Man unterscheidet: einachsig negative und einachsig positive Kristalle
⇒ In jeder Richtung (auÃ�er optische Achse) gibt es zwei Lichtanteile mit unterschiedli-
cher Brechzahl n0 = c

c0
, nao = c

cao
⇒ Doppelbrechung! (Snellius gilt nicht für ao-Strahl)

Lichteinfall schräg zur optischen Achse

⇒ Räumliche Trennung von o- und ao-Strahl
⇒ Doppelbrechende Platte → 'doppelte Schrift' → Nicolsches Prisma (Erzeugung von
linear polarisiertem Licht)

Elektromagnetische Theorie des Lichts

Wellengleichung (aus Maxwell-Gleichungen für isotropes Medium) ε 6= 1; relative Permea-
bilität µr = 1 (nicht magnetisches Medium)
∆ ~E − εεoµ0

∂2 ~E
∂t2

= 0 ∆ ~B − εεoµ0
∂2 ~B
∂t2

= 0
Vakuumlichtgeschwindigkeit c0 = 1√

ε0µ0
;

Phasengeschwindigkeit im Medium vph = 1√
εµrεoµ0

= c0√
εµr

Ein�uss des Mediums:
√
εr = n (µr = 1)

Einfachste Lösung. ebene Welle ~E(~r, t) = ~E0 cos(ωt− ~k~r + φ)
~Ec(~r, t) = ~Ec0e

i(ωt−~k~r+φ) (komplex)
Re( ~Ec = ~E → messbare GröÃ�e
Einsetzen in Wellengleichung: ~k2 = k2

x + k2
y + k2

z = n2 ω2

c2o
= ω2

c2
Dispersionsrelation für

Licht.
|~k| = 2π

λ
; λ = 2π

|~k|
= 2πc

ω
= c

v

Im Medium verändert werden: c, λ,~k
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Frequenzabhängigkeit der Dielektrizitätskonstanten ε

Oft als Konstante betrachtet ⇒ meist für kleinen ν-Bereich weit weg von Resonanzen
Vergleich von n(589 nm) mit statischer DK n0 =

√
εω=0

�üssiges Wasser:
√
εω=0 = 8, 96; n(589 nm)=1,33

⇒ Frequenzabhängigkeit

Ursache: verschiedene mikroskopische E�ekte 2 Beiträge: { A)Orientierungspolarisation(permanentesDipolmomentdesH2O, langsam)
B)V erschiebungspolarisation(V erschiebungderElektronenzumKern, schnell)

einfaches Modell: mKern =∞, positiv geladen
mElektron = 9, 11 · 10−31kg, q = −e = −1, 6 · 10−19C → Berechnung des durch Auslenkung
induzierten Dipolmomentes
~F = −e ~E(t) = −e ~E0 · eiωt
= 1-dimensionaler harmonischer Oszillator
ω0: Resonanzfrequenz; γ: Dämpfung
Ansatz: x(t) = x0 · eiωt(ω0 = D

m
)

ẍ+ γẋ+ ω2
0x =

1

m
F (t) = −e e

m
· E0 · eiωt︸ ︷︷ ︸

↓ lösen = E(t)
⇒ x = − e

m
· 1

(ω2
0−ω2)+iγω

· E(t)

Mit Teilchendichte N
[

Atome
V olumen

]
⇒ Polarisation: ~P (t) = −e~x(t) ·N = e2N

m
· 1
ω2

0−ω2)+iγω
· E(t)[

~D = εε0 ~E = ε0 ~E + ~P ⇒ ~P = ε0 ~E(ε(ω)− 1)
]

⇒ ε(ω) = 1 +
e2N

ε0m
· 1

ω2
0 − ω2) + iγω

· E(t) (2)

frequenzabhängige DK, komplexe GröÃ�e �Drude-Modell�
Bei mehreren verschiedenen Atomtypen:
ε(ω) = 1 + e

ε0m
· Σj

nj
ω2

0j−ω2)+iγjω
Nj: Anzahl Atome von Typ j pro Volumeneinheit

Brechungsindex

n =
√
ε

für verdünnte Medien ε ≈ 1
Taylor-Entwicklung der Wurzel:
n =
√
ε =

√
1 + (e− 1) = 1 + 1

2
(ε− 1) + ...

↔ 2(n− 1) = (ε− 1)
⇒ n− 1 = 1

2
(ε(ω)− 1) = e2N

ε0m
· 1
ω2

0−ω2)+iγω

nR = 1 + e2N
2ε0m
· ω2

0−ω2

(ω2
0−ω2)2+γω

nI = e2N
2ε0m
· −γω

(ω2
0−ω2)2+γω

n ist eine komplexe GröÃ�e!
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Absorption von Licht

Absorption: Prozess der Energieaufnahme (Energie eines Photons entspricht dem Unter-
schied zwischen dem Grund- und einem anderen angeregtem Zustand des Atoms)

� dissipative Absorption (Wärmeenergie entsteht)

� Nichtresonanzsprung: Frequenz des angekommenden Strahls niedriger als Resonanz-
frequenz → Elektronenwolke durch das elektromagnetische Feld in Schwingungen
versetzt → Schwingung relativ zum positiv geladenen Kern nicht mit ν des einfal-
lenden Strahls (⇒ oszillierender Dipol)→ Erzeugung von Streulicht→ in zufälliger
Richtungen und mit gleichem E-Vektor der eingestrahlten Photonen → Ausgangs-
punkt kugelförmiger Elementarwellen

� Ebene Welle im Medium in z-Richtung n = nR + nI k = nω
c0

Dispersionsrelati-
on, c0 = Vakuumslichtgeschwindigkeit E(z, t) = E0 · ei(ωt−kz) ωt =Änderung mit

Zeit kz =Änderung mit Ort E(z, t) = E0 · eiωt−
iωnR
c0

z−i iωnI
c0

z
= E0 · e−

ωnI
c0

z
e
iωt− iωnR

c0
z︷ ︸︸ ︷

Abklingenmitz
︷ ︸︸ ︷
oszilliertinOrtundZeit→Amplitude der welle exponentiell gedämpft

I(z) = I0 · e−αz Bestrahlungsstärke ist dem Quadrat der Amplitude proportional
= I0 · eσNz
α = 2ωnI

c0
Absorptions- bzw. Dämpfungskoe�zient

z = 1
α
Eindringtiefe

Strecke 1
α
→ FluÃ�dichte um Fakter e−1 abgenommen

Das Material ist durchsichtig, wenn Eindringtiefe des betre�enden Strahls groÃ�
im Verlgiech zur Dicke des Materials ist. Imaginärteil nI bewirkt die Absorption σ:
Absorptionsquerschnitt α = N l2

ε0meC0

γω2

(ω2
0−ω2)2+γ2ω2

I(z) = I0 · e
2ωnI
c0

z
= I0 · e−αz

α = 2ωnIc0

→ Beuguer(Beer)-Lambert-Gesetz
Atome haben einen groÃ�en Absorptionsquerschnitt, d.h. sie treten mit resonantem
Licht stark in Wechselwirkung, so dass die Sättigungsgrenze (unablässige Emission
und Wiederanregung) eines Gases unter niedrigem Druck bereits bei mäÃ�igen Be-
strahlungsstärken (ca. 102 w

m2 ) eintritt.
Transmission: τ = I(z)

I0
= e−αz

Konsequenzen:
ω > ωp : ε > 0→ n ist reell → geringe Absorption, Material ist durchsichtig
ω < ωp : ε < 0 → n ist imaginär → starke Absorption, Welle nimmt von der
Grenz�äche ausgehend ab.
Bsp: Silber: N = 6 · 1022 ???

cm3 ⇒ 1, 38 · 1016Hz
grünes Licht λ = 500nm ω = 3, 7 · 10151

s

nI =

√
ω2
p

ω2 − 1 = −3, 53
1
α

= − c0
2ω
· 1
nI

= λ
4πnI

= 11, 3nm Licht dringt nur wenig ein, Absoprtion in oberen
Atomlagen
mittlere Eindringtiefe für Licht unterhalb der Plasmagrenze
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Elektromagnetische Wellen an Grenz�ächen

Forderung: Maxwellgleichung erfüllt spezielle Randbedingungen (isotrop, nichtleitend,
nicht magnetisch)
Tangentialkomponente von ~E und von ~B stetig!
Normalkomponente von ~E und von ~B stetig!
Hier betrachten wir ~E an einer ebenen Grenzschicht zweier homogener Medien
(Skizzen) Einfallender Strahl
~Ee = ~E0e cos(~ke~r − ωet) = ~E0e cos(φe)
Re�ektierter Strahl
~Er = ~E0r cos(~kr~r − ωrt+ φr) = ~E0e cos(φr)
Transmittierter Strahl
~Et = ~E0t cos(~kt~r − ωtt+ φt) = ~E0t cos(φt)
~ke, ~kr, ~kt müssen jeweils Dispersionsrelation erfüllen
φr, φt Phasenlänge relativ zur einfallenden Welle
→ Re�exions- und Brechungsgesetz
→ Stetigkeit der Tangentialkomponente
~ez × ~Ee + ~ez × ~Er = ~ez × ~Et
E0,e,x cosφe + E0,r,x cosφr = E0,t,x cosφt
E0,e,y cosφe + E0,r,y cosφr = E0,t,y cosφt
notwendige Bedingung: Alle Phasen sind gleich φe = φr = φt
~ke~r − ωet = ~kr~r − ωrt+ φr = ~kt~r − ω − tt+ φt
für alle ~r in Grenz�äche (z=0)und alle t
⇒ alle Frequenzen müssen identisch sein.
ωe = ωr = ωt = ω
(Frquenzen ändern sich beim Durchgang durch die Grenz�äche nicht)
Weiterhin muss gelten (für alle ~r in Grenz�äche)
Geradengleichung: ~ke~r = ~kr~r + φr ⇔ (~ke − ~kr)~r = φr (A)
~ke~r = ~kt~r + φt ⇔ (~ke − ~kt)~r = φt (B)

Ebene ist schon durch z=0 festgelegt
(~ke − ~kr) ⊥ zur Ebene mit z=0
⇔ (~ke − ~kr) ‖ ~ez
(~ke − ~kt) ⊥ zur Ebene mit z=0
(~ke − ~kt) ‖ ~ez
Aus (A) folgt Komponenten in Grenz�äche müssen identisch sein
ke sin θe = kr sin θr
~keund~kr sind im selben Medium → identische Dispersion: k2 = k2

x + k2
y + k2

z −
n2
eω

2

c2

ke = kr = neω
c

⇒ sin θe = sin θr
θe = θr Re�exionsgesetz
Aus (B) folgt: Komponenten in Grenz�äche müssen identisch sein
ke sin θe = kt sin θt
ke · c

ne
= kt

c
nt

= ω
ωne
c
· sin θe = ωnt

c
· sin θt

ne sin θe = nt sin θt Brechungsgesetz
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Fresnelsche Formeln

D.h. Betrachtung der Maximalamplituden ~E[oe, ~Eorund ~Eot⇒ Re�exions- und Transmissi-
onsgrad einer Grenz�äche Wiederholung: �Strahlintensität� → Poyting-Vektor ~S = ~E× ~H
Richtung von S: Die des Energeitransports = Strahlrichtung Betrag von S: |~S| = c0

n
·

εε0E
2 =

√
εε0
µ0
E2(t)︸ ︷︷ ︸

osziliert mit Lichtfrequenz
→ zeitliche Mittelung über eine Periode T
< S >T=

√
εε0
µ0
E2

0
1
2
→ Energiestromdichte W

m2

I. Voraussetzungen für die Intensitätsbetrachtung

� Grenz�äche ist keine Energiesenke⇒ Energiestrom ist stetig Es muss gelten: SeA cosα−
SrA cosα = StA cos β
neE

2
e cosα− neE2

r cosα = ntE
2
t cos β

ne cosα · (E2
e − E2

r ) = nt cos βE2
t (3)

� keine Ladung, kein Strom (ρ = 0; j = 0)
⇒ Tangentialkomponenten sind stetig!

� keine Absorption: n ist reell, n =
√
ε

II. Allgemeiner Fall (beliebige Einfallsrichtung)
Wir zerlegen ~E in Es und Ep

� Es ist stetig (da Tangentialkomponente)

Es
e + Es

r = Es
t (4)

Geometrieargument muss gelten:
ne cosα · ((Er

e)
2 − (Er

r )
2) = nt cos β · (Es

t )
2

1:2 ne cosα · (Er
e − Er

r ) = nt cos β · Es
t

= nt cos β · (Es
e + Es

r)

Es
e(ne cosα− nt cos β) = Es

r(nt cos β + ne cosα)
−−−−−→
Snellius

Es
r = −sin(α− β)

sin(α + β)
· Es

e = rs · Es
e

rs = − sin(α−β)
sin(α+β)

(Amplituden-)Re�exionskoe�zient Analog für Es
t

Es
t =

2 sin β cosα

sin(α + β)
· Es

e = tsEs
e

ts ist Transmissionskoe�zient
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� Komponente in Einfallsebene Ep Tangentialkomponente (Ep ·cosα) muss stetig sein.
(Ep

e − Ep
r ) · α = Ep

t · cos β︷ ︸︸ ︷
Spiegelung!
Ep
r = Ep

e
tan(α−β)
tan(α+β)

= rpEp
e Analog für E

p
t :

Ep
t =

2 sin β cosα

sin(α + β) cos(α− β)
· Ep

e = tpEp
e (5)

III. Spezieller Fall: senkrechter Einfall (α = β = 0) aus II. 1.) 2.) für α = β = 0

(
ne(E

2
e − E2

r ) = ntE
2
t (Leistung)

Ee + Er = Et(Tangentialkomponente)

)
~Er = ne−nt

ne+nt
· ~Ee ≡ r ~Ee

~Et = 2ne
ne+nt

· ~Ee ≡ t ~Ee
Phasensprung bei Re�exion
r = ne−nt

ne+nt
; ~Er = r ~Ee

~Ee = ~E0 · cos~k~r − ωt
z.B. bei t=0: ~Ee = ~E0 · cos~k~r
ne > nt ⇒ r > 0; ~Er = |r| ~Ee → Amplitude niedriger, gleiche Richtung des Feldvektors
ne < nt ⇒ r < 0; ~Er = −|r| ~Ee → Amplitude niedriger, entgegengesetzte Richtung des
Feldvektor ⇒ Phasensprung um π

Intensitäten bei Re�exion (senkrechter Einfall) I ∝ S = C0

n
εε0E

2 =
√

εε0
µ0
E2

Ir = RIe Re�exionsgrad/-vermögen
It = TIe Transmissionsgrad/-vermögen
R = Ir

Ie
= neE2

r

neE2
e

= (rEe)2

E2
e

= r2 = (ne−nt
ne+nt

)2

T = It
Ie

= ntE2
r

neE2
e

= nt
ne
t2 6= t2

Beispiel: Übergang Glas/Luft (nGlas = 1, 5)
Ir = 1

25
Ie = 4%Ie (unabhängig von Richtung)

→ Winkelabhängigkeit von rs & rp hat wichtige Konsequenz!
IV. Kurz: Verallgemeinerung für absorbierende Medien d.h komplexe Brechzahl n = nR+
inI
Spez.: Übergang zu Vakuum, senkrechter Einfall
r = n−1

n+1
⇒ R = r∗r =

(nR−1)2+n2
I

(nR+1)2+n2
I

2 Geometrische Optik

Lichtwellenlänge ist klein gegenüber den Abmessungen der optischen Hindernisse, Ö�nun-
gen → Beugung ist vernachlässigbar

Grundgesetze

� Geradlinige Ausbreitung des Lichts

� Unabhängigkeit der Lichtstrahlen → Lichtstrahlen stören sich nicht → Beispiel:
Lochkamera
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� Umkehrbarkeit des Lichtwegs

� Re�exionsgesetz

� Brechungsgesetz

Ebene Spiegel (Planspiegel)

Sphärischer Spiegel

Hohlspiegel (Konkavspiegel)

Ausgezeichnete Strahlen:

1. Der achsparallele Strahl verläuft nach der Re�exion durch den Brennpunkt F.

2. Der Brennpunktstrahl verläuft durch den Brennpunkt F und wird achsparallel re-
�ektiert.

3. Der radiale Strahl verläuft durch C und wird in sich selbst re�ektiert.

4. Der zentrale Strahl verläuft durch S und wird unter gleichem Winkel zur Achse
re�ektiert.

2
r

= 1
b

+ 1
g
⇒ Abbildungsgleichung 1

g
+ 1

b
= 1

f

Dünne Linse

� dünne Linse mit Brechzahl n

� Umgebung: Luft/Vakuum n≈1

� Brechung an zwei Ober�ächen

Erste Ober�äche: 1
g

+ n
b1

= n−1
r1

⇒ virtuelles Bild bei P ′1 (b1 ist negativ)
Zweite Ober�äche:
− n
b1

+ 1
b

= 1−n
r2

⇒ Endbild bei P' (r2 ist negativ!)
Addition beider Gleichungen: 1

g
+ 1

b
= (n− 1) · ( 1

r1
− 1

r2
)

g → inf ⇒ b =Brennweite f der Linse
|| 1
f

= (n− 1)( 1
r1
− 1

r2
)|| Bezeichnung: Brechraft, Brechwert

reziproke Brennweite 1
f

Einheit: Dioptire 1dpt = 1 1
m

→ ||1
b

+ 1
g

= 1
f
|| Linsengleichung oder Laplacesche Abbildungsgleichung

Bildkonstruktion für dünne Linsen

Dicke Linsen

Folie
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Sammellinse Zerstreuungslinse
skizze skizze
. AbbildungsmaÃ�stab V = B

G
= b

g

Linsensysteme (Mehrere Linsen)

Folie

GauÃ�sche Brennweite eines Linsensystems: Folie

Abbildungsfehler

Sphärische Aberration

→ achsferne Strahlen werden nicht im Brennpunkt fokussiert.
Abhilfe:

� Ausblendung achsferner Strahlen

� Linsenkombinationen

� parabolische Form bei Spiegeln (Formkorrektur)

Chromatische Aberration

→ Farbfehler (nur bei Linsen)
Ein�uss der Dispersion
→ für jede Frequenz andere Brechzahl Abhilfe:

� Linsenkombinationen mit unterschiedlichen Brechzahlen (Dispersionen)

Astigmatismus

schiefer Lichtbündes (Koma)
Verzerrung des Bildes bei groÃ�en Winkeln zur optischen Achse

3 Optische Instrumente

Kenndaten eines Objektivs

� Brennweite bzw. Brechkraft D = 1
f

� Ö�nung (relative Ö�nung) ö= d
f
z.B. d

f
= 1 : 2, 8 → Abbildungsfehler: möglichst

klein → Lichtstrom: ∝ ( d
f
)2 Blendenmarkierungen sind so gewählt, dass sich der

Lichtstrom bei jedem Schritt verdoppelt: f
d

= 22; 16; 11; 8; 5, 6; 4; 2, 8; 2; 1, 4; 1 →
Schärfentiefe Folie
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Das Auge

Folien

Die Lupe

Folie

Die Photokamera

Folie

Der Projektor

Folie

Das Mikroskop

Folie

Teleskop

Folie

Teil III

Wellenoptik

4 Interferenz und Beugung

Interferenz

III. Optische Vergütung
a) Re�exminderung (Entspiegeln)
z.B. bei Objekten aus mehreren Linsen
Schicht mit Brechzahl ns
nLuft < ns < nGlas
Normaler Einfall ∆z = 2dns = λ

2

(destruktiv)
⇒ Re�exionsminderung für Licht mit Wellenlänge λ (unvollständige Re�exionsminde-
rung)
⇒ mehrere Schichten übereinander
b) Re�exionserhöhung
z.B. bei Spiegel
Schicht mit Brechzahl ns > nGlas

18



Normaler Einfall ∆z = 2dns + λ
2

= λ (Phasensprung erzeugt das +λ
2
)

Interferometer

Optische Geräte, mit denen man durch Lichtinterferenzen kleine Abstände, Brechzahlun-
terschiede, Winkel etc. sehr genau messen kann.

Michelson-Interferometer (1880) (Folie)
Gangunterschied: HS − S2 zu HS − S1

(2m+ 1)λ
2
⇒ dunkel

Verschiebung von S2 um ∆x = λ
4
⇒ Änderung von hell ↔ dunkel

Entweder:

1. Weg ∆x bekannt → λ bestimmen

2. λ bekannt → Weg messen (genauer als λ)

Küvette in einem der beiden Strahlengänge → Brechzahl von Luft:

1. evakuieren

2. langsam Luft einlassen

3. Zählen der Hell-Dunkel-Wechsel bis 1 bar messen.

Mach-Zehnder-Interferometer (Folie)

Fabny-Perot-Interferometer (Folien)

Interferenz am Doppelspalt

(Skizzen Doppelspalt!)
l >> d→ Teilstrahlen parallel
Maxima: d · sin θ = mλ
Minima: d · sin θ = (2m+ 1)λ

2

Abstand des m-ten Maximums von der optischen Achse: ym = l · tan θ ≈ l sin θ (da θ
klein)
⇒ ym = mλ·l

d

Abstand benachbarter Streifen: ∆y = lambda·l
d
⇒ äquidistant!

Intensitätsverteilung auf Schirm: (Skizze gleiche Intensitäten bei Maxima)
Hier Annahme: Einzelintensitäten der beiden Strahlen ist unabhängig von θ! (Young)
Zweistrahlinterferenzen (Folie)
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Vektoraddition von harmonischen Wellen

� Wellen gleicher Frequenz aber unterschiedlicher Phase→ einfaches Verfahren basie-
rend auf geometrischer Interpretation → Zeigerdiagramm

Zwei Wellen: E1 = A1 sinα;α = ωt− kz
E2 = A2 sinα + δ
E1 + E2 = A1 sinα + A2 sinα + δ
(Skizze) Vektor in xy-Ebene mit Länge A1 im Winkel α zur x-Achse ⇒ y-Komponente
= E1

Vektor rotiert als Funktion der Zeit mit Frequenz ω → Zeiger/Phasor
Summenvektor A′ · sinα + δ′ = A1 sinα + A2 sinα + δ
speziell: gleiche Amplitude A1 = A2

δ = 2δ′ ⇒ δ′ = δ
2

cos δ′ =
A′
2

A0
⇒ A′ = 2A0 · cos δ

2

⇒ Resultierende Welle:
A′ sinα + δ′ = 2A0 cos δ

2
· sinα + δ

2

Interferenzmuster bei drei oder mehr äquidistanten Quellen

→ Interferenzmuster ähnlich zu dem des Doppelspaltes

� Maxima an gleichen Positionen, unabhängig von Zahl der Quellen

� Schärfe nimmt mit Anzahl der Quellen zu

(Skizze) Gangunterschied benachbarter Strahlen: d · sin θ
Phase von Strahl 1 bei P: α = ωt
E1 = A0 sinα
E2 = A0 sinα + δ
E3 = A0 sinα + 2δ
δ = 2π

λ
· d sin θ = 2π

λ
yd
l
(Skizze)

Beugung

�Abbiegung� von Wellen an den Rändern von Hindernissen → Wellen treten in Geome-
trischen Schattenbereich ein.
Ebene Wellen → Fraunhofer-Beugung
Kugelwellen → Fresnel-Beugung

Beugung am Einzelspalt

Voraussetzung: a ≈ λ a: Spaltbreite
(Skizze)
Bisher: Annahme, dass Intensitäten der Welle, die von einem Spalt ausgeht, winkelunab-
hängig ist. → gilt nicht, wenn Spalt endliche Breite hat!
→ Hauptmaximum bei θ = 0
→ viele Nebenmaxima
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→ dazwischen Nullstellen
Erste Nullstelle: sin θ =

λ
2
a
2
⇒ a · sin θ = λ

(Skizze Nullstelle) Auslöschung von 1 und 42. Elementarwelle, 2. und 43., 3. und 44. ...
zweite Nullstelle: Spalt in Viertel aufteilen (analoge Betrachtung)
⇒ a · sin θ = 2λ
Allgemeiner Ausdruck für Nullstellen:
a · sin θ = mλ; m=1,2,3,... m ist Ordnung der Nullstelle Lager der Nullstellen auf dem
Schirm:
l: Abstand des Schirms
y: Position auf dem Schirm
tan θ = y

l
; sin θ = λ

a

θ ist klein ⇒ sin θ ≈ tan θ
ymin = lmλ

a
m. Nullstelle (Folien Intensitätsverteilung mit Zeigerdiagramm)

Intensitätenverhältnis bezogen auf Amax

A2

A2
max

=
(sin(φ

2
)2

φ
2

2

I = I0(
sin(φ

2
)

φ
2

)2

Intensitätsverteilung für Beugungsmuster am Einzelspalt
Phasenunterschied zwischen oberster und unterster Teilwelle Φ = N · δ

δ =
2π

λ
d sin θ; d =

a

N

⇒ Φ =
2π

λ
a · sin θ

a: Spaltbreite; d=Abstand Einzelwellen
1. Nullstelle:

a · sin θ = λ

2. Nullstelle:
a · sin θ = 2λ

Minima
Maxima höherer Ordnung:

sin θ = (2m+ 1)
λ
2

a

Maximum 1. Ordnung:

a · sin θ =
3

2
λ

Maximum 2. Ordnung:

a · sin θ =
5

2
λ

(Skizze Intensitätsverteilung I nach sin theta)
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Doppelspalt

Bei zwei (oder mehr) Spalten ist das Beugungsmuster Kombination von:

� Einzelspaltbeugung

I ′0 = I0(
sin(φ

2
)

φ
2

)2

� Doppelspaltinterferenz

I = 4T ′0 · cos2 δ

2

⇒ Interferenzbild mit Einzelspalt-Beugungsmuster moduliert

I = 4I0 · (
sin φ

2
φ
2

)2 cos2 δ
2
→ φ =

2π

λ
· sin θ · a = f(Spaltbreite) (6)

δ = 2π
λ
· sin θ · d = f(Spaltabstand) (7)

(8)

I0 = Intensität eines Strahls bei θ = 0°
(Folie Doppelspalt/Einzelspalt, Gitter/Einzelspalt)

Beugung am Gitter

Beugungsgitter: ebene Ober�äche (z.B. Glas) in die eine groÃ�e Anzahl von Linien ein-
geritzt ist.
Kennzeichnende GröÃ�en:
g: Abstand der Spalte
a: Spaltbreite
N: Anzahl der Linien(paare) z.B. 10000 1

cm

g und a in GröÃ�enordnung der Wellenlänge
(Skizze Gitter, Schrägeinfall vor Gitter) (Folie Experiment)

∆s = ∆s1 −∆s2 (9)

g · sin θ − g · sin θ0 (10)

(11)

Hauptmaxima (maximale Verstärkung):

g · (sin θ − sin θ0) = m · λ; m ∈ Z

Interferenzmuster für N Striche:

δ =
2π

λ
· g(sin θ − sin θ0)

allgemein:

cos δ = Re[eiδ]; { E = A0 · cos δ
= Re[A0 · eiδ]
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E1 = Re[A0 · eiα]

E2 = Re[A0 · ei(α−δ)]

E3 = Re[A0 · ei(α−2δ)]

EN = Re[A0 · ei(α−(N−1)δ)]

α = ωt− kz

E =
N∑
j=1

Ej = Re[A0 · eiα (1 + e−iδ + e−2iδ + ...+ e−(N−1)iδ)︸ ︷︷ ︸
1−e−iNδ
1−e−iδ

(geometrische Reihe)

]

E = Re[A0e
iα 1−e−iNδ

1−e−iδ ] (12)

= A0
sin(N δ

2
)

sin( δ
2

)
cos(α− (N−1)δ

2
) (13)

Intensität, zeitlicher Mittelwert:

I = E2 = I0

sin2(N δ
2
)

sin2( δ
2
)

Grenzfall: N = 2→ Doppelspalt

I = I0

sin2(N δ
2
)

sin2( δ
2
)

= 4I0 cos2(
δ

2
)

Vorlesung 11.12. fehlt!!!
Verallgemeinerung

� Koordinate auf Schirm (im Abstand l)

x = l · sin θ

� zwei Dimensionen
→ Schirm(x, y)
→ Spaltbene(ξ, η)

� Elimination der Integrationsgrenzen (ξ)

F (ξ, η) = 1für0 ≤ ξ ≤ aund0 ≤ η ≤ b

F (ξ, η) = 0überall sonst

→ rechteckiger Spalt

E(x, y) = A0e
iα

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

F (ξ, η) · e
2πi
λl

(xξ+yη)dξdη

23



→ durch geeignete Wahl von F sind alle Blendenformen beschreibbar
→ auch örtlich variierendes 0 < F < 1 ist möglich
Ausdruck entspricht der Fourier-Transformation
Verteilung der Amplituden in der Schirmebene (E(x, y)) ist FT der Verteilung der
Aplitude in der Spaltbene.

Diese Tranformation ist umkehrbar!

Holographie

Photographische Platte
→ Aufzeichnung der Intensität
→ Information über Phase geht verloren
⇒ keine räumlichen Bilder
Gaber (1948): Aufnahmeverfahren für Amplitude und Phase⇒ räumliche Information⇒
Holographie
(Skizze)

� Objekt mit monochromatischem Licht beleuchten

� gestreutes Licht auf Photoplatte → Objektwelle

� zusätzlich: Teil der einfallenden Welle ungestreut (Spiegel) ebenfalls auf Photoplatte
→ Referenzwellex

Objektwelle:
EO = AOe

i(ωt+ΦO)

Referenzwelle:
ER = ARe

i(ωt+ΦR)

I(x, y) = |EO + ER|2 = A2
R + A2

O + 2ARAO cos(ΦO − ΦR)︸ ︷︷ ︸
Interferenzterm

Interferenzterm enthält holographische Information und ist Funktion von x und y (f(x+
y))
Entwicklung der Platte I(x, y)→ T (x, y) = c · I(x, y)

Auslesen: Transmissionsbild mit Lesewelle L(=R) beleuchten (gleiche Wellenlänge)
⇒ virtuelles Bild des Objekts am ursprünglichen Ort
⇒ reeles Zwillingsbild symmetrisch zur Filmebene (Spiegelbild)

EL = AR · ei(ωt+ΦR)

ER = EL · T (x, y) = c · EL · I(x, y)

EB = c·[(A2
R+A2

O)AR·ei(ωt+ΦR)+A2
R·A0·ei(ωt+ΦO)+A2

R·AO ·ei(ωt−ΦO+2ΦR)] = c·[I+II+III]

I: durch Photoschicht geschwächte Lesewelle, keine Objektinformation
II: proportional zu Obejktwelle ⇒ 3D-Bild vor Platte
III: wie Objektwelle aber negative Phase ⇒ 3D-Bild hinter Platte → reell

24



Fresnelsche Beugung

bisher Fraunhofer-Beugung
→ Quelle und Schirm in sehr groÃ�em Abstand zu Objekt
→ parallels Licht, ebene Wellen
jetzt: Fresnel-Beugung
→ Quelle oder Schirm (oder beides) nahe am Objekt
→ Kugelwellen ⇒ komplizierte E�ekte
(Folie)
Qualitative Betrachtung mittels Fresnelscher Zonen

� betrachte Intensität an P

� Ibjektebene in konzentrische Ringe einteilen, sodass r jeweils um λ
2
zunimmt

r1 = r0 +
λ

2

r2 = r0 + 2 · λ
2

...

rn = r0 + n · λ
2

⇒ Fresnelsche Zonen mit Index n

� abwechselnd konstruktive und destruktive Interferenz in P

� einzelnen Zonen haben fast gleiche Fläche

πλr0{−
λ2

4
(2n+ 1)}

(Intensität nimmt mit n leicht ab)

ξ = ξ0 − ξ1 + ξ2 − ξ3 + ...

Beiträge zu Intensität an P

ξ =
1

2
ξ0 + (

1

2
ξ0 − ξ1 +

1

2
ξ2)︸ ︷︷ ︸

≈0

+ (
1

2
ξ2 − ξ3 +

1

2
ξ4)︸ ︷︷ ︸

≈0

+...

allgemein: ((1
2
ξn−1 − ξn + 1

2
ξn+1) ≈ 0

ξ =
1

2
ξ0 (14)

(Abdecken der inneren Zonen → heller Fleck bei P ⇒ Poisson-Fleck
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Zonenplatte: Glasplatte, wo jede Zweite Zone geschwärzt wird
→ konstruktive Interferenz aller o�enen Zonen
→ für bestimmte λ Fokussierung in P
=̂ Linse f ≈ R2

1

m·λ
R1 ist Radius des 1. Schreibchens (Zone)
m ist die Ordnung

Teil IV

Hinweise auf die Quantenstruktur

der Natur

Phänomene auf atomaren Dimensionen
Atomradius ≈ 110−10m =̂ Röntgenstrahlung mit einigen keV
→ neuartige E�ekte→Quantenphänome→Übergang von klassischer Physik zur Quantenphysik
(Quantendynamik (QM), Quantenelektrodynamik (QED))

1. Teilchennatur des Lichts (elektromagnetische Strahlung)

2. Wellencharakter von �Teilchen�

3. Unschärferelation

4. Schrödingergleichung

5 Photonen

bisher: Licht als Welle
aber: viele Experimente lassen sich durch Welleneigenschaften nicht erklären.
→ doch Teilchen?
⇒ Photon: Energie

E = hν = h
c

λ
(15)

Geschwindigkeit v = c (Lichtgeschwindigkeit)
Ruhemasse m0 = 0
Impuls p = hν

c
= h

λ
= ~k

Eigendrehimpuls (Spin) S = ~ = h
2π

Plancksches Wirkungsquantum h = 6, 626... ·10−34Js
Umrechnung E[eV ] = 12398

λ[]
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Strahlungsgesetze

De�nition und Einführung

Jeder Körper mit T > 0 emittiert Strahlung, deren Wellenlänge von T abhängt. →
Temperatur- oder Wärmestrahlung
z.B. glühende Körper (1000 K → rot, 3000K → weiÃ�)
Allgemein: Körper im thermischen Gleichgewicht mit Umgebung → pro Zeiteinheit wird
gleich viel Energie abgestrahlt wie absorbiert.
→ guter Absorber = guter Emitter
Absorptionsgrad ε(ν) ist 1 - Re�exionsgrad
r(ν) = 1− ε(ν)
Perfekter Absorber: ε = 1; absorbiert unabhängig von Frequenz alle einfallende Strahlung
⇒ Schwarzer Körper (Schwarzer Strahler)
Experimentelle Realisierung des Schwarzen Strahlers: Hohlraumstrahler
(Skizze)

� Hohlraum, dessen Wände auf konstanten T sind
⇒ Strahlung in thermischen Gleichgewicht mit Hohlraumwänden
→ kleines Loch (Gleichgewicht nicht beein�usst)
Energiedichte wird durch Messung der Strahlungsleistung L(ν, T ) bestimmt.

� spektrale Energiedichte u(ν, T )dν = Strahlungsenergie in [ν,ν+dν]
Volumen des Hohlraums

� spektrale Strahlungs�ussdichte L(ν, T )dν = Strahlungsleistung P in [ν,ν+dν]
Raumwinkel × Fläche des Strahlers

� abgestrahlte Leistung [W ]

P (ν, T )dν = u(ν, T ) · dν · c · A · ∆Ω

4π

⇒ L(ν, T ) =
c

4π
· u(ν, T )

(Skizze L(lambda))

� Spektrum ist kontinuierlich

� ausgeprägtes Maximum → λmax

� Spektrum ist unabhängig von der Form des Hohlraums

� Integral wächst stark mit T (M(T ))

Ältere Strahlungsgesetze

Integration von Lges(T ) über ganzen Frequenzbereich

⇒M(T ) =

∫ ∞
0

dνLges(ν, T ) = σ︸︷︷︸
universelleKonstante

·T 4
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(Stefan-Boltzmann-Gesetz )

σ = 5, 67033 · 10−8Wm−2K−4

Wiensches Verschiebungsgesetz

λmax · T = 0, 29cm ·K

Beispiel Sonne: T = 6000K
⇒ λmax = 480nm

Rayleigh-Jeans-Gesetz :

u(ν, T )dν =
8πν2

c3
kT · dν

� gute Beschreibung für kleine ν

� divergent für groÃ�e Frequenzen
→ Ultraviolettkatastrophe!

Wiensches Strahlungsgesetz
Nährung für hohe Frequenzen:

u(ν, T )dν =
8πν3

c3
e
−hν
kT dν

→ versagt bei kleinen Frequenzen

Plancksches Strahlungsgesetz

u(ν, T )dν =
8πhν3

c3

1

e
hν
kT − 1

dν

1. Atome in Wänden sind kleine e.-m. Oszillatoren mit charakteristischer Frequenz ν
- strahlen und absorbieren e.-m.. Strahlung
- Gleichgewicht zwischen Hohlraum und Strahlung
- Anregung der Oszillatoren ist Funktion von T

2. Oszillatoren können nur diskrete Energiewerte annehmen
En = n · hν n ∈ N

Ableitung nach Einstein

Annahmen:

� Licht besteht aus Teilchen → Photonen

� Lichtwelle besteht aus bestimmter Zahl von Photonen

� Existenz diskreter Atomenergieniveaus
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System mit zwei Energieniveaus mit E1 < E2

Annahme: 3 verschiedene Strahlungsübergänge mit ∆E = E2 − E − 1 = hν
Absorption: (skizze: 2 energieniveaus E1, E2, pfeil von E1 nach E2 mit einfallendem Licht
hν, B12)
∆E = hν wird Lichtfeld entzogen.
Koe�zient B12 beschreibt Wahrscheinlichkeit für diesen Übergang
Spontane Emission:
(Skizze: 2 energieniveaus, pfeil von E2 nach E1, A21, Photon wird emitiert)
hν wird dem Strahlungsfeld abgegeben.
Wahrscheinlichkeit ist A21

Emission erfolgt spontan mit charakteristischer Zeitkonstante, die als natürliche Lebensdauer
bezeichnet wird.
Stimulierte Emission:
(Skizze: 2 Energieniveaus, pfeil von E2 nach E1, B21, Photon kommt rein, 2 Photonen
werden emitiert)
Strahlungsfeld induziert den Übergang, frei werdende Energie wird dem Strahlungsfeld
zugeführt
Wahrscheinlichkeit B21

Ratengleichung des System für alle drei Prozesse: System aus N Atomen, N = N1 +N2

N1ist Anzahl der Atome im Zustand E1

N2ist Anzahl der Atome im Zustand E2

System ist im Gleichgewicht mit Strahlungsfeld mit Energiedichte u(ν, T )
Abnahme der Besetzung von E1

dN1 = −B12N1u(ν, T )dt

Abnahme der Besetzung von E2

dN2 = −A21N2dt−B21N2u(ν, T )dt

Gleichgewicht: dN1 = dN2

B12N1u(ν, T ) = A21N2 +B21N2u(ν, T )

Statistische Mechanik → Boltzmann-Verteilung

⇒ N2

N1

= e
−∆E
kT k ist Boltzmann-Konstante

(B12e
hν
kT −B21)u(ν, T ) = A21

→ Bestimmung der Koe�zienten: Aus Grenzbedingung T →∞⇒ u(ν, T )→∞
⇒ B21 = B12

U(ν, T ) = A21

B12

1

e
hν
kT −1

Es bleibt A21

B12
= 8πhν3

c3
aus statistischer Betrachtungen (oder dem Vergleich mit Rayleigh-

Jeans)
A21, B12 und B21 heiÿen Einsteinkoe�zienten (wichtig für Verständnis des Lasers)
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Photoe�ekt

Zur Veranschaulichung der Quantennatur besser geeignet als schwarzer Strahler

Experiment: Quecksilberlampe beleuchtet geladene Platte: Ladung nimmt ab
Glimmerplättchen wird dazwischen gehalten: Ladung nimmt nicht ab
Abnahme der Ladung hängt also nicht von Intensität, sondern von Frequenz ab

Auslösung von Elektronen aus Atomen, Molekülen und Festkörpern durch Licht (e.-m.
Strahlung)
(Skizze Versuchsaufbau: Elektrode, Spannungsquelle, Strommesser, Kollektor, Photonen
auf Elektrode, Pfeil e- von Elektrode zu Kollektor)

� Licht fällt auf Elektrode

� löst dort unter bestimmten Bedinungen Elektronen aus

� Elektronen weden von Kollektor aufgefangen ⇒ Strom I

� Retariderungsspannung (Kollektor ist negativ gegenüber Elektrode)→ nur Elektro-
nen mit Ekin ≥ eU erreichen den Kollektor ⇒ Ekin

(Diagramm I nach nu, Grenzfrequenz -> sättigungskurve)
Strom setzt erst bei bestimmter materialspezi�scher Grenzfrequenz ν ein.
(Diagramm I nach U, Umax im negativen, etwa linearer anstieg bis U=0, dann sättigung
an eine bestimmte Stromstärke mit P1, zweiter graph, sätrkerer ansteig im negativen,
sättigung an höheren wert P2)
Wenn Retardierungsspannung gröÃ�er als Umax, dann kein Strom mehr. Es gilt: eUmax =
1
2
mv2

max

vmax ist maximale Geschwindigkeit der ausgelösten Elektronen
Umax hängt nicht von Strahlungsintensität ab. → ist klassisch nicht zu verstehen
Elektronen werden nur ausgelöst, für ν ≥ νG ↔ hν ≥ hνg = WA

� Teil der Photonenenergie wird verwendet, um die Elektronen aus Ober�äche zu
�befreien� → Austrittsarbeit WA (materialspezi�sch)

� Rest als kinetische Energie, aber gesamte Photonenenergie wird abgegeben.

hν − eUA︸︷︷︸
Austrittsarbeit

= Ekin =
1

2
mv2

Umax =
h

e
ν − UA

Umax als Funktion von ν messen:
(Diagramm U nach nu, gerade durch grenzfrequenz, bis dort achparallel, extrapoliert bis
y-achse, achsenabschnitt: eUA, Steigung h)
aus Achsenabschnitt: UA
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aus Steigung: Proportionalitätsfaktor zwischen E und ν ⇒ Plancksches Wirkungsquantum
h
h = 6, 626 · 10−34Js = 4, 1357 · 10eV s
typische Austrittsarbeiten: Li : 2, 5eV,Ni : 5, 3eV

Photoelektronenspektroskopie Messung der Verteilung I(Ekin)⇒ besetzte Zustands-
dichte
Kanal-Elektronenvervielfacher (Photomultiplier) (Skizze) einzelnes Photon ⇒ messbarer
Strompuls

Compton-E�ekt

� Streuung von Photonen an Elektronen
(skizze)

� VergröÃ�erung der Wellenlänge λ′ > λ

� λ′ ist umso gröÃ�er, je gröÃ�er der Streuwinkel θ ist.

� Für Rückwärtsstreuung ∆λ = 0, 0485 unabhängig von λ

hohe Energien → relativistische Betrachtung

Energie eines Teilchens E2 = p2c2 + (m0c
2)2{ m0 ist Ruhemasse

p ist Impuls
Impuls eines Teilchens (m0 = 0) pγ = Eγ

c

...

⇒ λ′ − λ =
h

m0c
(1− cos θ

Eγ′ = hν ′ =
Eγ ·m0c

2

m0c2 + Eγ(1− cos θ)∣∣∣∣∣∣∣∣ hm0c
= λc = 2, 4263 · 10−12m

∣∣∣∣∣∣∣∣ Compton-Wellenlänge

Bemerkungen

� Comptonstreuung ist schwach bei stark gebundenen Elektronen

� in best. Energiebereich wichtigster Streuprozess/Abschwächungsprozess

� Photon trägt Impuls

Paarbildung

Paar aus einem Elektron und einem Positron
Tritt auf, wenn hν > 2m0c

2(1020keV )
(Diagramm Wirkungsquerschnitt nach Energie, Paarbildung, Compton-E�ekt, Photoef-
fekt)
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Röntgenstrahlung

Bei Beschleunigung (Verzögerung) eines geladenen Teilchens (Elektronen)
→ Abstrahlung elektromagnetischer Energie
→ d.h. Emission von Photonen
Basis für Röntgenröhren und Synchrotronstrahlungsquellen
(Skizze Röntgenröhre)

� e− werden auf Anode beschleunigt (10keV − 100keV )→ Emax
kin

� beim Auftre�en auf Anode abgebremst

→ kontinuierliches Bremsstrahlungsspektrum
(Skizze Röntgenspektrum)
Emax
kin = e · U = hνmax = h c

λmin

λmin = hc
eU

zu skizze: kontinuierliches Spektrum
charakteritisches Spektrum (Lage unabhängig von Spannung)

→ scharfe Linien (charakteristisch für Anodenmaterial)
(Diagramm Energieniveaus -> charakteristische Linien)

6 Elektronen

Eigenschaften

� elementare Bausteine der Materie (stabile Teilchen)

� gehört zu den Leptonen, die erste Generation der Elementarteilchen (neben Positron
e+, Elektron-Neutrino νe und Elektron-Antineutrino νe

� Ruhemasse: m0 = 9, 1093807 · 10−31kg

� Ruheenergie: m0c
2 = 0, 51099906MeV

Ladung des Elektrons: Elektron trägt Quant der elektrischen Ladung → Elemen-
tarladung e

� e = 1, 60217733 · 10−19C

Bisher keine freien Teilchen mit Bruchteilen von e nachgewiesen.

GröÃ�e des Elektrons Experimentell keine GröÃ�e feststellbar! → punktförmiges, struk-
turloses Teilchen!
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Freisetzung von Elektronen

Glühemission

Metallober�äche auf (hoher) Temperatur T (z.B. in Elektronenröhren)
(Skizze Ober�äche mit austretenden Elektronen)
Stromdichte j = I

A
= constT 2 · exp(−eUA

kBT
) (Richardson-Gleichung)

→ Emission nimmt mit T stark zu!
Für Anwendung wichtig. kleine Austrittsarbeit eUA und hohe Schmelztemperatur (z.B.
Wolfram)

Feldemission

(im Festkörper → Schottky-E�ekt/Tunnele�ekt)
Wenn Feldstärke groÃ� genug (E > 107 V

cm
) ⇒ Elektronen können aus Ober�äche aus-

treten. Felder in dieser GröÃ�e (=̂ 0, 1V/) werden mit spezieller Geometrie erzeugt →
Spitzenwirkung → elektronische Überschläge bevorzugt an Spitzen
(Skizze Kondensator Spitze, Konvexschirm)
(Skizze Ef+austrittsarbeit, rechts energie nach ober�äche x -Ex
Feld zieht das Potential nach unten ⇒ Elektronen können durch verbleibenden barriere
hindurchtunneln
Fowler-Nordheim-Gleichung

j = A · E2 · exp(−BU
3
2
A

E
)

E ist Feldstärke, eUA ist Austrittsarbeit, A und B sind Konstanten

Photoe�ekt

siehe 5

Sekundärelektronen

(Skizze, Elektron, das Elektron ausschlägt)
Elektron mit hoher kinetischer Energie (Eprimr

kin ) löst ein oder mehrere Sekundärelektronen
aus. (Energieerhaltung muss gelten) → Sekundärelektronenvervielfacher

Andere Methoden

� StoÃ�ionisation in Gasentladungen

� thermische Ionisation (in Gasen)

� β-Zerfall: n→ p+ e− + ν̄e
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Messung der Elektronenladung

Faradayzahl aus Elektrolyse

� Bestimmung der Ladung Q, die notwendig ist, um 1 Mol einer einwertigen Substanz
elektrolytisch abzuscheiden.
→ Q = 96485As︸ ︷︷ ︸

Faraday−Zahl

(Ladung von NA Ionen)

Avogadrozahl NA = 6, 02 · 1023 ⇒ Elementarladung: e = Q
NA

Millikan-Versuch

� Bewegung geladener Öltröpfchen im Gravitationsfeld und elektr. Feld E (Platten-
kondensator)

� Beobachtung mit Mikroskop

(Skizze Millikan)
Fel = Q · E = n · e · U

d
FG = 4

3
πr3 · ρÖl · g FA = 4

3
πr3 · ρLuft · g

Gleichgewicht: FA + Fel = FG

4

3
πr3g(ρÖl − ρLuft) = ne

U

d

→ n ist immer ganze Zahl
→ Bestimmung von e

Bestimmung über Feinstrukturkonstante

α =
e2

4πε0~c
=

1

137

fundamentale GröÃ�e der Quantendynamik (ε0, ~, c bekannt) ⇒ Elementarladung e

Spezi�sche Ladung des Elektrons

Bestimmung durch Ablenkung von Elektronen im homogenen Magnetfeld
(Skizze Fadenstrahlrohr mit emittierender Glühwendel) Magnetfeld durch äuÃ�ere Spule,
Anordnung im Vakuum (Gas mit niedrigem Druck)

Ekin = eUB = 1
2
m0v

2 ⇒ v =
√

2eUB
m0

Lorentzkraft ~FL = m~a = e~v × ~B
Zentralkraft |~FZ | = m0

v2

R

⇒ e

me

=
2UB
R2B2

UB, R,B messen ⇒ e
me

e

m0

= 1, 7588 · 1011 C

kg
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eV e
m

0 1, 76 · 1011 C
kg

500keV 0, 88 · 1011 C
kg

1MeV 0, 56 · 1011 C
kg

1GeV −

Wichtig: auch Messung der relativistischen Massenänderung möglich.

m =
m0√
1− v2

c2

Eigendrehimpuls & magn. Moment

≡ Spin ~s genannt (oder deutsch Trudelwucht)

� Spinquantenzahl s s = 1
2

� Betrag des Eigendrehimpulses |~s| =
√
s(s+ 1) · ~

� z-Komponente sz des Spins ~s sz = ±1
2
~

⇒ Magnetisches Moment:
~µ = −gsµB ~s

~
µB: Bohrsches Magneton: µB = e~

2m0

gs: Spin-g-faktor
µz = gsµB

sz
~

Teil V

Atome und Ionen

Atom: kleinster, mit chemischen Mitteln isolierbarer Baustein der Materie) (Kern + Elek-
tronenhülle)

7 Massen von Atomen

heute (seit 1961) Atomare Masseneinheit 1u (auch ME, amu), wird bezogen auf Kohlen-
sto�
Def: 1u = 1

12
der Masse des neutralen 12

6 C-Atoms
1u = 1, 660565 · 10−27kg ⇒ relative Atommasse Arel
Def: 1Mol eines Sto�es wiegt Arel Gramm. (1Mol12

6 C wiegt 12g)
Def: NA (Avogadro-Zahl) = Zahl der Atome/Moleküle pro Mol (NA = 6, 022045 · 1023)
mAtom = Aret

NA
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8 Methoden zur Bestimmung von NA

Elektrolyse (bekannt!)

Gas und Boltzmannkonstante

R: allgemeine Gaskonstante [J/mol ·K]
kB: Boltzmann-Konstante [J/K]
kB = R

NA
R ist aus Zustandsgleichung zu bestimmen, kB bekannt (Geschwindigkeitsverteilung im
Gas) ⇒ NA

Röntgenbeugung

→ Volumen eines Mols (VM) ist NA-faches des Atomvolumens

VM = NA · VAtom =
M

ρ

NaO KfZ-Gitter
Clx Kfz-Gitter, um a

2
entl. x verschoben

NaCl: z = 4 (Anzahl Atome pro Einheitszelle)
M = 58, 4g
a = 5, 63
ρ = 2, 16 g

cm3

Bestimmung der Gitterkonstanten a mittels Röntgenbeugung ⇒ Volumen VEZ = a3 der
Einheitszelle, und Anzahl der Atome pro Einheitszelle

NA =
MZ

ρVEZ

(Folie NA bei Silicium)

AtomgröÃ�e aus Kovolumen

van der Waals-Gleichung für reales Gas:

(p+
a

V 2︸︷︷︸
Binnendruck

)(V − b︸︷︷︸
Kovolumen

) = RT

Experimentell bestimmbare GröÃ�e b
b = 4 · Eigenvolumen der Teilchen
b = 4 · 4π

3
r3NA
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9 Abbildung einzelner Atome

Erinnerung: Au�ösungsvermögen Licht

d =
λ

m · sinα
≈ λ ≈ 1

⇒ harte Röntgenstrahlung (keine Linsen) Elektronen mit Ekin & 150eV (Linsenfehler)
Methoden:

Feldemissions- und Feldionenmikroskopie

Scharfe Spitze (R ≈ 20nm)→ Anlegen von Hochspannung→ Feldtunneln U ≈ 3− 10kV
(Skizze FEM: links Spitze, rechts Schirm, Spannungsquelle) Spitzen im Metall werden als
Intensitätsänderung auf dem Schirm erkennbar FEM: Vakuum, Spitze negativ, Au�ösung
≈ 20 FIM: Argon (z.B.), Spitze positiv, Au�ösung ≈ 1 (Folie FIM)

Elektronenmikroskopie

REM : Rasterelektronenmikroskop e− 50keV
→ rasternder Primärstrahl, Strahldurchmesser 2− 20nm (keine atomare Au�ösung)
→ Messung eines Sekündäre�ektes (Sek. elektronen, Fluoreszenz, ...)
TEM : Transmissionselektronenmikroskop 100keV − 1MeV
→ Durchstrahlung einer dünnen Probe
→ atomare Au�ösung (entweder direkt oder Beugung)

10 Rastersondenverfahren

STM : Raster-Tunnel-Mikroskop (Scanning-Tunnel-Microskop)
AFM : Raster-Kraft-Mikroskop (Atomic Force Microskop)

STM AFM
(Skizze) (Skizze)
Tunnelstrom It bei geringen Abständen Verbiegung des Cantilevers
1.) Tunnelstrom bei konstanter Höhe 1.) Auslenkung des Cantilevers f(x, y)
(U(z) konstant) ⇒ It(x, y, Uz = const) Verbiegung
2.) Uz nachregeln ⇒ It = const 2-) Schwingender Cantilever, Messung von
⇒ Uz(x, y, It = const) Amplitude oder Phase f(x, y)
3.) Tunnelspektroskopie ⇒
lokale Zustandsdichte It(U)⇒ N(EB)
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Teil VI

Wellenmechanik

11 foo

Inteferenzerscheinungen

→ Wellencharakter
(Skizze)
(Folien)
Beugung auch mit Elektronen (seit 1927 nachgewiesen)
Zusammenfassung:
klassische Teilchen: keine Beugungse�ekte
(Skizze)
Beobachtung anders
(skizze)
→ Selbstinterferenz eines Elektrons
→ Elektron geht durch beide Spalte gleichzeitig, aber niemals Bruchteile eines Elektrons
oder der Elemntarladung beobachtet!
→ Welle-Teilchen-Dualismus (beide Aspekte stimmen)
Bestimmung des Teilchenpfades zerstört Interferenz
(Impulsstörung durch Wechselwirkung mit den Photonen)
⇒ Messung beein�usst Ergebnis! Konsequenz: Teilchen wird interferenzfähige Amplitude
zugeschrieben, aus der man Intensitäten berechnen kann.
Intensität → relative Häu�gkeit
Wahrscheinlichkeit P (x): Grenzwert der Häu�gkeit für groÃ�e Teilchenzahl→ Intensität
I(x)
P (x) ist Quadrat der interferenzfähigenWahrscheinlichkeitsamplitude Ψ (komplexe GröÃ�e,
keine MessgröÃ�e)

P (x) = |Ψ(x)|2

Regeln zur Beschreibung von Teilcheninterferenz:

1. Wahrscheinlichkeit P (x) = |Ψ(x)|2
Normierung:

∫ +∞
−∞ dxP (x) = 1

2. Wenn es alternative Pfade gibt, dann ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude Ψ =
Ψ1 + Ψ2 ⇒ P = |Ψ1 + Ψ2|2

3. Wenn durch Experiment die Pfade unterscheidbar werden, geht Interferenz verloren
→ P = |Ψ1|2 + |Ψ2|2 = P1 + P2

4. Für mehr als zwei Pfade analog: Ψ = Ψ1 + Ψ2 + Ψ3 + . . .+ ΨN
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de-Broglie

Beschreibung im Wellenbild: de-Broglie
Formale Beschreibung analog zu E.-M.-Welle

Ψ = A · ei(kx−ωt)

Was bedeuten ~k und ω? → de-Broigle Ekin = ~ω
~p =~̄k
|~k| = 2π

λ
⇒ λ = h

|~p| = h√
2m0Ekin

Teilchen wird Wellenlänge zugeordnet: deBroglie-
Wellenlänge
langsame Elektronen: λ[] =

√
150

Ekin[eV ]

Experimentelle Bestätigung

Versuch von Davisson und Germer → geordnete Ober�äche eines Einkristalls
LEED: low energy electron di�raction
→ Standardmethode in Ober�ächenphysik

Wellennatur anderer Teilchen

� Heliumatome

� Neutronen

12 Wellenpakete

Problem: klassisches teilchen: ort x genau de�niert; ebene Welle aber unendlich ausge-
dehnt freies Teilchen: P (x) = |Ψ(x)|2 = |A|2|ei(kx−ωt)|2 = |A|2 räumlich konstant⇒ endli-
cher wellenzug zur Lokalisierung eines Teilchens! Einfachster Fall: 2 Wellenzüge ähnlicher
Frequenz (ω1;ω2; k1; k2)

Ψ(x, t) = Ψ1(x, t) + Ψ2(x, t) = ei(k1x−ω1t) + ei(k2x−ω2t)

= e
i
2

[(k1+k2)x−(ω1+ω2)t] · 2 cos 1
2
(∆kx−∆ωt)

∆k = k1 − k2; ∆ω = ω1 − ω2;
k1 + k2

2
= k̄;

ω1 + ω2

2
= ω̄

⇒ Ψ(x, t) = ei(k̄x−ω̄t)︸ ︷︷ ︸
oszilliert schnell

·2 cos
1

2
(∆kx−∆ωt)︸ ︷︷ ︸

oszilliert langsam⇒Einhüllende

(Skizze Schwebung) Ausbildung von Wellengruppen, die mit der Geschwindigkeit vG der
Einhüllenden fortschreitet. cos 1

2
(∆kx1 −∆ωt1) = cos 1

2
(∆kx2 −∆ωt2)

∆kx1 −∆ωt1 = ∆kx2 −∆ωt2
−∆ω(t1 − t2︸ ︷︷ ︸

−∆t

) = ∆k(x2 − x1︸ ︷︷ ︸
∆x

)

vG = ∆x
∆t

= ∆ω
∆k

(Gruppengeschwindigkeit Phasengeschwindigkeit der Welle: vPh = ¯omega
k̄

vG 6= vPh (Dispersion!)
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immer noch unendlich ausgedeht → Aufbau einer Wellengruppe aus Überlagerung vieler
ebener Wellen mit unterschiedlichem k ⇒ Fourierdarstellung!

Ψ(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

A(k)eikxdk

z.B. GauÃ�paket → nach FT wieder GauÃ�

13 Unschärferelation

Es ist unmöglich, Impuls und Ort eines Teilchens exakt genau zu bestimmen.

∆p ·∆x ≥ h

HeiÃ�enbergsche Unschärferelation
Formulierung in Zeit und Energie:

∆E ·∆t ≥ h

(formal nicht ganz richtig, funktional aber schon)
Wird im Alltag nicht beobachtet, da h so klein ist.
Beispiel: Beugung von Elektronen am Spalt. (Skizze Beugung Elektronen an Doppelspalt
) px = 0⇒ ∆px = 0⇒ ∆x =∞ (vorm Spalt)
Spalt begrenz Ausdehnung ∆x = B ⇒ ∆px ≈ h

B

Je kleiner Spaltbreite, desto gröÃ�er Beugung.

14 Schrödingergleichung

klassische Wellengleichung: ∂
2E(x,t)
∂x2 = 1

c2
· ∂

2E(x,t)
∂t2

→ harmonische Wellen E(x, t) = E0 · sin(kx− ωt) = E0 · ei(kx−ωt)
∂2E(x,t)
∂x2 = −k2E0e

i(kx−ωt)

∂2E(x,t)
∂t2

= −ω2E0 · ei(kx−ωt)

⇒ −k2 = −ω2

c2

ω = kc Ekin = pc DIspersion (des Photon) ωungefhrk

Schrödingergleichung für freies Teilchen

massebehaftetes Teilchen
E = p2

2m0
= ~ω p = ~k

⇒ ~ω = ~2k2

2m0
Dispersion eines Teilchens ωungefhrk2

Beschreibung der Teilchenwolke mit Ψ(x, t) = A · exp(i(kx− ωt))
Was muss ich tun, um analog zu E.-M.-Welle richtige Dispersion zu erhalten? ∂2

∂x2 Ψ =

−k2Ψ | · (− ~2

2m0
) ⇒ − ~2

2m0

∂2

∂x2 Ψ = −~2k2

2m0
Ψ
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∂
∂t

Ψ = −iωΨ | · (i~) ⇒ i~ ∂
∂t

Ψ = ~ωΨ

⇒ ~2

2m0

∂2

∂x2
Ψ = i~

∂

∂t
Ψ

(Schrödingergleichung für freie Teilchen Schrödingergleichung ist nicht ableitbar: postu-
liert→ experimentell bewiesen→ beschreibt Quantenmechanik − ~2

2m0
∇2Ψ = EΨ(= i~∂Ψ

∂t

Schrödingergleichung für Teilchen im Potential

Energie = ~p2

2m0
+ V (~r) = EGesamt

Operator − ~2

2m0

[
~

2m0

∇2 + V (~r, t)]︸ ︷︷ ︸
=Hamilton-Operator=H

Ψ(~r, t) = i~
∂

∂t
Ψ(~r, t)

zeitabhängige Schrödingergleichung bei Anwesenheit eines Potentials V (~r, t)
Wenn Potienzial nicht zeitabhängig, dann Übergang zur zeitunabhängigen S.-G.

Ψ(~r, t) = φ(~r) = e−iωt = φ(~r)e−i
Et
~

Hψ(~r)e−i
Et
~ = i~(−iE

~
)︸ ︷︷ ︸

=E

φ(~r)e−i
Et
~

Hφ(~r) = Eφ(~r) zeitunabhängige S.-G. (stationär)

Beachte: |Ψ(~r, t)|2 =Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte am Ort ~r zur Zeit t. für Ψ(~r, t) =

φ(~r)e−i
Et
~ ⇒ |φ(~r)e−i

Et
~ |2 = |φ(~r)|2 stationäre Lösung
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